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Primdrnym cielom vijskumu
nesmie byt viac faktorov, ale viac
faktov so strategickou hodnotou.

PAUL WEISS

Uvod

Pri spracovant vysledkov merani a pozorovani sa siroko pouZivajii metédy grafického zobrazenia.
Ciselné tidaje, ako vysledky merani a pozorovani prezentované v tabulkovej forme neumoZriujii do-
statocne ndzorne charakterizovat’ zikonitosti Studovanyjch procesov, preto je vhodné tabulku doplnit’
grafom (graf je vlastne vizudlna podoba tidajov v tabulke). Grafické zndzornenie poskytuje nazornejsiu
predstavu o vijsledkoch experimentu, umoZiiuje lepsie pochopit’ fyzikdlny zmysel Studovaného pro-
cesu, zistit’ (odhalit) vseobecny charakter funkcnej zdvislosti premennyjch velicin a napokon stanovit’
pritomnost’ (existenciu) maxim alebo minim funkcnej zdvislosti.

Grafy taktiez umoZriujii velmi ndzorne porovndvat’ experimentdlne hodnoty s teoretickou krivkou
(zdvislostou). Z precizne vyhotoveného grafu nameranej zavislosti dvoch velicin sa dajii s dostatoc-
nou presnostou urcit’ napr. charakteristiky funkcie. MoZeme urcit’ polohu uz spominanijch extrémov,
inflexnych bodov, pri linedrnej zdvislosti od¢itat’ z grafu smernicu krivky a pod. Na okraj spome-
nieme, Ze sii zndme metédy na grafické derivovanie a kvadratiiru (integrovanie). Vyhoda grafickjch
metdd sa uplatni predovsetkym pri meraniach s neekvidistancnymi hodnotami nezdvisle premennej
veli¢iny, pretoZe ¢iselné spracovanie vijsledkov je pri takychto meraniach zloZitejsie (taZsie), ako pre
ekvidistancné merania, napriek tomu, grafické rieSenie je vo vSeobecnosti nepresnejsie. Spominané
postupy a metédy vsak stratili na vijzname v siivislosti s rozvojom viypoctovej techniky a jej aplikdcii
v experimentilnej praxi.

Na kreslenie grafov a ilustrdcii existujii komercéné programy, ktoré sti bohato vybavené podprogramami

na interpoldciu aj extrapoldciu, na fitovanie (ndjdenie najlepsej aproximdcie) nameranej zdvislosti
zvolenou triedou funkcii, na optimaliziciu, obsahujii Statistické spracovanie vijsledkov, vyhladenie
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zdvislosti, rozne filtre a pod. V prostredi operacného systému GNU/Linux je bohaty vijber programov
na spracovanie a analyzu dat, ktoré sii na rozdiel od komercného OS Windows sirené pod licenciou GPL
(GNU General Public Licenseﬂ Vymenujme niektoré matematicko-grafické programy:

e GNUPLOT,

o Gnumeric a Calc z kanceldrskeho balika OpenOffice sii plnohodnotnou nidhradou za komerény
program Excel z MS Office, dalej st to

o Veusz,

e LabPlot,

o Grace (xmgrace),
e Scigraphica,

o Octave,

e Pylab,

o QtiPlot a napokon
e Kpl.

V tejto prirucke strucne opiseme pouZivanie poslednijch dvoch programov. Zdkladom programovania
v prostredi programu PyLab a jeho pouZitiu na podobné iicely je venovand prirucka M. Kaukica (2006)
a programu Octave prirucka |. Busu (2006). Dévody, ktoré viedli k tomuto vyberu sii nasledujiice:

1. Proces instaldcie a konfigurdcie je vel'mi jednoduchy a zvlddne ho aj bezny pouzivatel vijpoctovej
techniky.

2. Oba programy majii privetivé grafické prostredie, pod ktoryym sa skrijva softvér profesiondlnej
kovality.

3. Program QtiPlot je vydarenym klonom populdrneho komeréného programu OriginLab™,
ktorym moZete vykonat’ profesiondlnu analyjzu experimentdlnych dat, nakreslit’ do grafu zloZité
funkcie. Graficky vystup je vysokej kvality vhodny na dalsie spracovanie, napr. programom TEX.

4. Program Kpl je z pohladu pomeru jednoduchosti ovlddania k vyjkonnosti ojedinely vo svojej
kategorii. MoZeme ho dopliiat’ vlastnyymi kniZnicami na fitovanie dit a programovymi skriptm
na vykreslovanie vsakovakych funkcii, ktoré sa napisu a skompilujii v programovacom jazyku C.

1projekt GNU bol zaloZeny na vybudovanie kompletného operacného systému, ktorého vysledky budii volne dostupné
pocitacovej verejnosti. Programy dostupné v ramci GNU sii chrdnené tzv. GNU General Public License (GPL), ktord na
rozdiel od vsetkijch ostatnijch licencii garantuje kazdému pravo programy slobodne pouzivat’a Sirit’ dalej.

2Skripty st ASCII (textové) stibory obsahujtice prikazy. St tiez zndme pod ndzvom zdrojové siibory (source
files) alebo ddvkové sitbory (batch files). Ked' skript spustite, prikazy sa vykonaja (interpretujt) jeden za druhym
po¢ntc od zaciatku tak, akoby ste ich pisali samostatne priamo v prikazovom riadku jeden za druhym. Ide
o akusi obdobu davkovych prikazov v OS MS DOS.
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Vytvorené grafy moZeme exportovat’ do roznych formdtov, okrem iného do Encapsulated Post-
script (EPS).

5. Parametre fitovacich (aproximacnijch) funkcii, ktoré sme ziskali po spracovani referencnyjch dat
na testovanie matematickych knizZnic a algoritmov tymito programami sii v dobrej zhode s hod-
notami uverejnenymi na internetovej stranke Ndrodného institiitu standardov a technoldgii
Spojenyjch stitov americkych (NIST, |2006).

Tématicky materidl spracovany v prirucke je usporiadany do piatich kapitol, pricom kaZdad sa siistre-

duje na jednu tému.

V proej kapitole uvddzame krdtky siipis hlavnijch pojmov z oblasti neistét merania. Druhd kapitola,
ktord je spolocnd pre tretiu a Stortii, je venovand zdikladnym numerickym metédam na spracovanie
experimentdlnych dat. Citatel' by v kazdom pripade mal vediet, ¢o a ako pocitacovijm programom
analyzuje a akd je podstata metody, ktorii pouZiva. Pri prvom Citani prirucky je mozné tiito kapitolu
preskocit’

Tretia a $tortd kapitola sii taZiskom prirucky, Citatel sa z nich dozvie, aké moznosti jednotlivé programy
poskytujii a ako ich rijchlo pouZit’ na spracovanie a vizualizdciu nameranyjch dit, pripadne zobrazenie
funkcii.

V zdverecnej piatej kapitole sa kratiicko venujeme zdkladnym pravidlam na tvorbu tihladného grafu.

Prirucka je urcend vsetkym, ktori potrebujii rychle zvlddnut’ pricu s programom na spolahlivé nume-
rické spracovanie nameranych dat a ich kvalitnii grafickii prezentdciu do publikdcii, vysokoskolskijch

kvalifikacnijch pric, konferencnyjch zbornikov, posterov a pod.

Dakujem Jaroslavovi Sk¥ivdnkovi a Janovi Busovi za starostlivé precitanie rukopisu a cenné pripo-
mienky, ktoré prispeli k spresneniu niektorych formuldcii a ku skvalitneniu tejto priruéky

Kogice 2008 L. Sevcovic

3Elektronickd verzia prirucky, doplnky a opravy sii pristupné na URL adrese http: //people. tuke. sk/ ladislav.
sevcovic/ rvedok! Pripomienky a ndvrhy, ktoré pomozu vylepSit’ dalsie vydanie prirucky, zasielajte na adresu: RNDr. La-
dislav Sevovi¢ (Ladislav.Sevcovic@tuke.sk), Katedra fyziky, FEI, Technickd univerzita v KoSiciach, Park Komen-
ského 2, 041 20 Kosice.
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1 Zakladné pojmy a definicie z oblasti neistot merani

V sticasnosti sa v metrolégii, pri fyzikalnych a technickych meraniach postupne prechddza
na nové metddy vyjadrovania odchylok. DoterajSie chyby merani st v stilade s medzinarod-
nymi predpismi ISO a IEC nahradzované neistotami merani. Za hlavny dokument je mozné
povazovat’ predovsetkym smernicu, ktora bola vydana pod ndzvom Guide to Expression of the
Uncertainty of Measurement (GUM) (ISO, Switzerland 1995) medzindrodnymi metrologickymi
organmi v roku 1993, korigované a doplnend v roku 1995. Pre prirodovedcov bude iste zau-
jimavé navstivit’ WWW stranku Narodného institatu Standardov a technolégii Spojenych
Statov americkych (NIST, 2006) http://physics.nist.gov/cuu/Uncertainty/basic.html,
ktora prinasa zédkladné informacie o neistotach a ich vyjadrovani.

Uvéadzame zoznam niektorych vyznamnych medzinarodnych organizicii, ktoré tento pro-

jekt podporuju:

o BIPM Bureau International des Poids et Mesures

IEC International Electrotechnical Commission

IFCC International Federation of Clinical Chemistry

ISO International Organization for Standardization

IUPAC International Union of Pure and Applied Chemistry
o IUPAP International Union of Pure and Applied Physics
e OIML International Organization of Legal Metrology

Aplikovanie a zavadzanie novych experimentalnych metéd, pristrojov a pracovnych po-
stupov, prave tak, ako pouZzivanie starSich a osvedéenych metéd, by malo byt’ podlozené
Stadiom ich vlastnosti, aby ich neskorSie pouZivanie nenarazalo na nejasnosti pri interpre-
tacii vysledkov ziskanych pouzitymi postupmi a metédami.

Medzi zakladné problémy nepochybne patria otazky presnosti a spravnosti, alebo skor
nepresnosti a nesprdvnosti merani. Definicia tychto dvoch pojmov je dost” tazkd, avsak
ich obsah je intuitivne celkom jasny. Sprdvnost’ stvisi s tym, ako sa meranie (namerané
hodnoty) zhoduju so skutotnou meranou hodnotou, zatial o presnost’ savisi s tym, ako
sa opakované merania (namerané hodnoty) zhoduja medzi sebou. Moézeme teda hovorit’
o systematickych chybdch, ktoré sa prejavuju ako staly rozdiel medzi nameranymi hodnotami
(alebo ich strednou hodnotou) a skuto¢nou (sprévnouﬁ hodnotou a o ndhodnijch chybich,
ktoré sa prejavuja vo variabilite nameranych hodnét okolo ich strednej hodnoty. Uvadzaja
sa eSte hrubé chyby, ktoré vznikajui napr. poruchou pristrojov, nepozornostou pracovnika,
kratkodobou zmenou experimentalnych podmienok a pod.

Variabilita nameranych hodnot ma dve zédkladné priciny, ktoré vac¢sinou posobia stcasne:

4Niektori autori pouZivajt aj pomenovanie ,prava” vo vyzname hodnoty ziskanej naprosto presnym mera-
nim (PALENCAR A KOL.,[2000).
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» vlastnosti vySetrovaného javu (napr. neodstranitelna nehomogenita vysetrovaného

materialu, fluktudcie vyvolané fyzikalnymi procesmi a pod.)

» atechnické nedostatky meracej met6dy (nepresnost’ meracieho zariadenia, nepresnost’

pripriprave vzoriek, zmeny prostredia, v ktorom meranie prebieha, t.j. teplota, vlhkost’

vzduchu a pod. a tieZ vplyv 0s6b, ktori sa experimentu, merania ztGcastiujt).

Je potrebné teda pamaétat’ na oba zdroje neistot a snaZit’ sa o udrZanie ¢o najstabilnejSich

podmienok na prevadzanie merani. V dalsom nas budua zaujimat’ otazky suvisiace s pres-

nostou (opakovatelnostou), budeme pritom predpokladat, Ze metéda merania je spravna,

t.j. Ze sa spravna hodnota rovna strednej hodnote rozdelenia nameranych hodnét. O nahod-

nych chybach sa spravidla predpoklada, Ze st rozdelené normaélne, tento predpoklad, ktory

byva obvykle splneny aspori priblizne budeme v dalsom akceptovat’; vo vieobecnosti viak

nemusi byt” splneny.
Struény slovnik pojmov

Aritmeticky priemer je stucet hodndt pozorovani
(merani, od¢itani a pod.) deleny po¢tom hodnot

_ 1
=X;= - Y Xk ()
k=1

Citlivost’ meracieho pristroja je prakticky zmena
hodnoty meranej velic¢iny, ktora koreSponduje
s najmensim dielikom stupnice. Pre ¢islicové me-
racie pristroje je to podiel poctu &islic zmeny
tdaja a zmeny vstupnej veli¢iny, ktord zmenu
vyvolala.

Disperzia (variancia) pozri Rozptyl.

Chyba, mame tu ma mysli chybu meracieho pri-
stroja, ktorda ma svoj povod v konstrukénom
usporiadani, v kone¢nom deleni stupnice mera-
nych hodnét a pod. Zakladnymi zdrojmi chyb
su:

» nedokonalost’ meracich pristrojov,

» starnutie a opotrebenie meracich pristro-
jov, ¢im sa moZu menit’ ich charakteristiky
a parametre,
chyby experimentatora,

vy

nepresné metédy vyhodnocovania me-
rani,

» vplyv linearizacie, interpolacie a zaokrtdh-
Iovania,

» zlakalibracia, instalacia alebo umiestnenie
pristrojov atd’.

Chyba merania (odchylka) je rozdiel medzi na-
meranou X; a skutoénou hodnotou u urcujtcej
veli¢iny v tom istom okamihu. Pri merani urcitej
veli¢iny sa prevadza len konecny pocet merani.
Predpokladajme, Ze bolo prevedené meranie ve-
liciny X a ziskané hodnoty Xi, X», ..., Xy, kto-
rych chyby mdZeme vyjadrit’ vztahom

AX; = X; —p 2)

a majt normdlne rozdelenie. Aritmeticky prie-
mer nameranych hodnot X; podla dava
najpravdepodobnej$iu hodnotu meranej veli-
¢iny u = X,

Koreldcia je kvantitativna miera vztahu medzi

dvoma veli¢inami vyjadrujeme ju ako

(xs, %) i (i — %) (0 — %)
ﬁllx,fx, P2 L (i — %)?
_ D(x;, xx)
D(x;)y/D(x¢)’

®)

kde D(x;, xx) je kovariancia, D(x;) a D(x;) sa
disperzie, pricom —1 = r(x;,x;) < 1. Hod-
nota r(x;,xx) = 1 znamen4, Ze ide o funkénu
rasticu zavislost, hodnota r(x;, x;) = —1 zna-
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mend funként klesajtcu zavislost. Obidva pri-
pady a privlastok funkény zodpovedaja situdcii,
ked’ vSetky body lezia na priamke. Ak su sku-
mané veli¢iny nezavislé, bude r(x;, xx) = 0, ale
naopak nulovy koeficient korelacie nemusi zna-
menat’ nezavislost. MoZe ist’ o (to byt) zloZitejsi
vztah, napr. zavislost, ktord v jednej Casti rastie
a v druhej klesa. Korelacia je Statisticka (pravde-
podobnostna) zavislost” dvoch nahodnych veli-
¢in (premennych). Symbolom x; a xi sa tunedéava
bezny vyznam nezavisle a zavisle premenne;j,
pretoZe ani jednej z ndhodnych premennych ne-
prisudzujeme charakter pric¢iny alebo nasledku.

Kovariancia (vzdjomny rozptyl) je spolo¢na men-

livost’ danych dvoch vlastnosti a charakterizuje
vdzbu hodnét vyberu
1 n

D(xj,x) = ——= Y (xij — %) (v — %) (4)

n—l],:1

Meraci pristroj je zariadenie urcené na prevod
meranej veli¢iny na signal nestci informaciu o jej
hodnote (tidaj). Charakterizujeme ho cilivostou,
schopnostou replikovat’ tidaje, rozptylom, pres-
nostou, hustotou pravdepodobnosti chyb me-
rani a pod. Priebeh registracie moZze byt’ spojity,
ked'je registracia ¢islicova potom ma schodikovy
tvar.

Nihodny vijber rozsahu n je n-ticandhodnych pre-
mennych, ktoré st stochasticky nezavislé a maja
rovnak rozdelenie pravdepodobnosti.

Neistota merania (skratene neistota) je parame-
ter, ktory savisi s vysledkom merania a ktory
urcuje rozptyl hodnot, ktoré mozeme este raci-
onélne priradit’ k meranej veli¢ine. (Neistota je
teda interval, v ktorom sa s urcitostou, defino-
vanou pravdepodobnostou bude skuto¢na hod-
nota nachadzat’) Neistoty (z jednotlivych zdro-
jov) mozeme vyhodnocovat’ dvoma zékladnymi

metddami:
> Statistickymi metédami z nameranych

udajov, ktoré sa nazyvajt neistoty stanovené
metédou A, skratene ich volame neistoty
typu A a oznacujeme ich ako u (x;),

> neistoty ziskané inym spdsobom ako
v predoslom pripade, ktoré sa nazyvaji
neistoty stanovené metédou B, skratene ich
voldme neistoty typu B a oznacujeme ich
ako ug(x;) (napr. vysledky ziskané pri
predchédzajtcich meraniach, Specifikacie
od vyrobcu meracieho pristroja, tdaje
z certifikétov, kalibra¢nych listov, neistoty
referen¢nych tdajov a pod.).

Vhodnym zlaéenim Standardnych neistdét zo
vsetkych zdrojov ziskame celkovi (kombino-
vanu) $tandardnu neistotu. Treba zdo6raznit) ze
neclenime neistoty, ale metédy ich vyhodnoco-
vania na metédu A a metédu B. Neistoty uréené
oboma metédami st rovnocenné, pokial boli ur-
¢ené korekine.

Normdlné (Gaussove) rozdelenie sa pouziva na ap-
roximéciu v pripadoch, ked' sa ¢asto vyskytuju
malé odchylky od menovitej hodnoty, pricom
s rastacou velkostou odchylok pravdepodob-
nost’ ich vyskytu klesa, napr. ked'je zdrojom ne-
istoty meraci pristroj od spolahlivého vyrobcu
(moZeme predpokladat, Ze viacSina pristrojov
bude zdrojom malych chyb).

Opakovatelnost’ (replikovatelnost’) je charakteris-
tika meracieho systému a znamend, Ze distri-
bu¢na funkcia chyby merania sa nemeni pri opa-
kovani merani, teda akékolvek stubory dét zis-
kané z nezéavislych opakovanych merani hod-
noty f nejakej veli¢iny je mozné modelovat’ ako
realizaciu nahodnych vyberov z toho istého roz-
delenia pravdepodobnosti. Stélost” distribu¢ne;j
funkcie je podmienkou replikovatelnosti mera-
cieho systému. Meraci pristroj bez driftu musi pri
opakovanom meranijednej a tej istej hodnoty vy-
kazovat’ vlastnost, ktora sa vola replikovatelnost.
Matematicky to znamend, Ze stibory nezavisle
nameranych dat st realizaciou ndhodného vijberu
z toho istého rozdelenia pravdepodobnosti (KU-
BACEK A KUBACKOVA), 2000).

Presnost’ merania je miera nestihlasu namerane;j
a skuto¢nej hodnoty urcujticej veli¢iny.
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Reprodukovatelnost’ merania je opakovatelnost’
vysledkov merania prevedenych za rovnakych
podmienok, ale v rdznych ¢asovych okamihoch.

Rovnomerné (pravouhlé) rozdelenie pravdepodob-
nosti sa pouziva v pripadoch, ked pravdepo-
dobnost’ vyskytu ktorejkol'vek odchylky v ce-
lom intervale £z, je rovnaka. V praxi sa po-
uZiva najCastejSie, predovsetkym preto, Ze vac-
$inou nemame k dispozicii dostato¢né poznatky
o rozdeleni pravdepodobnosti vyskytu odchy-
lok a teda nemame d6vod déavat’ niektorym od-
chylkam prednost’ tym, Ze pouZijeme iny typ
rozdelenia. Spojita nahodna veli¢ina X sa riadi
zakonom rovnomerného rozdelenia (mé rovno-
merné rozdelenie), ked' jej mozné hodnoty lezia
(nachadzaja sa) v urcéenych hraniciach, okrem
toho v hraniciach tohto intervalu st vsetky hod-
noty ndhodnej veli¢iny rovnako pravdepodobné
(maja rovnakd hustotu pravdepodobnosti roz-
delenia). S ndhodnou veli¢inou, ktord ma vlast-
nosti rovnomerného rozdelenia sa casto streta-
vame v meracej technike (praxi) pri zaokrthlo-
vani tdajov z meracich pristrojov na cely die-
lik delenia stupnice. Chyba pri zaokrthlovani
udaja stupnice na najblizsi dielik delenia je na-
hodna veli¢ina X;, ktorda mdZze nadobudat’ I'u-
bovolnu hodnotu medzi dvoma susednymi die-
likmi stupnice s konstantnou hustotou pravde-
podobnosti. Ked'sa chyby podriaduji zikonu rovno-
merného rozdelenia pocet prevedentjch merani nemd
vplyv na stuperi hodnovernosti vijsledku merania na
rozdiel od inych zdkonov rozdelenia, napr. nor-
malneho, kde zvySovanim poc¢tu merani a ich
spracovanim, moZeme podstatne zvysit" pres-
nost’odhadu meranej veli¢iny.

Rozdelenie pravdepodobnosti je funkcia vyjadru-
juca pravdepodobnost) Ze meranie (ndhodna ve-
li¢ina) nadobudne ur¢itt hodnotu alebo hodnoty
z istého intervalu.

Rozptyl je strednd hodota druhej mocniny od-
chylky ndhodnej veli¢iny od jej strednej hodnoty

_ ZZ:1 (Xz',k - Yz')z

D(X;) = s*(X;) p—

)

Rozptyl registricie je definovany disperziou (dru-
hym centralnym momentom teoretickej distribu-
cie chyb merania danym pristrojom). Niekedy
sa nazyva aj charkteristikou vniitornej presnosti.
Charakteristika vonkajsej presnosti pri danom po-
¢te opakovanych merani # konkrétnej hodnoty f;
je dand hodnotou veli¢iny

S2
E [(f—ff] =+ B?, (6)

kde B = E(f) — f;, f je uvazovany odhad veli-
¢iny f, E[-] a E(+) vyjadruju strednt hodnotu ve-
liciny. Hodnota B sa nazyva vychylenost’ (bias)
odhadu f. Ked'pristroj (subor dat ziskanych pri-
strojom) je charakterizovany hustotou pravde-
podobnosti, pre ktoru plati E(X;) = 0, potom st
charakteristiky vonkajsej a vnutornej presnosti
zhodné. Rozptyl (disperzia) meracieho pristroja je
jeho dolezitou charakteristikou, avsak nevysti-
huje 1tiplne Statistické spravanie chyb. Lepsiou
charakteristikou spravania chyb merani je ich
rozdelenie pravdepodobnosti. Pri pouziti me-
racieho pristroja vznikd problém, ako tato hus-
totu poznat’ aspori priblizne (KUBACEK A KUBAC-
KOVA|, 2000).

Rozsirend neistota je veli¢ina definujtica interval
okolo vysledku merania, ktory zahriiuje velka
Cast’rozdelenia pravdepodobnosti hodnot, ktoré

je mozné priradit’ k meranej veli¢ine.

Signdl je fyzikalna veli¢ina, ktord je nositelkou
pridanej namodulovanej informécie.

Smerodajnd odchyjlka je druha odmocnina z rozp-
tylu prislusného rozdelenia pravdepodobnosti.

Standardnd neistota merania je neistota merania
vyjadrena ako smerodajna odchylka. Pojem stan-
dardnd neistota (v merani) a smerodajnd odchyjlka
(odmocnina z disperzie resp. z rozptylu; charak-
terizuje presnost’ merania) znamenaj to isté.

Trojuholnikové (Simpsonove) rozdelenie sa pouziva
na modelovanie situdcii (pripadov), ktoré sa po-
dobaji normalnemu rozdeleniu.

Vstupnij odhad je vysledok merania vypocitany
z odhadov vstupnych dét pomocou funkcie mo-
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delu merania.

Vijberovi smerodajnd odchyjlka je druhd odmocnina
vyberového rozptylu. Ndhodnu chybu v klasic-
kej tedrii chyb najcastejsie zastupuje smerodajna
odchylka vyberového stiboru

s(X;) = \/ L (s -

X2

, )

n—1

zriedkavo smerodajnd odchylka aritmetického
priemeru

<y s(X) i (X — Xi)?
S(Xi)_ \/ﬁ _\/ : ;(nil) :

(8)

Vyberovy rozptyl je veli¢ina charakterizujtica rop-
tylenie vysledkov série n pozorovani (merani,
odcitani a pod.) rovnakej meranej veli¢iny, zis-
kana ako druhd mocnina vijberovej smerodajnej
odchylky.

Vysledok merania je hodnota, ktora prislticha me-
ranej veli¢ine a bola ziskand meranim. Ked pou-
Zijeme pomenovanie vysledok merania, musime
uviest) ¢i sa vztahuje na:

» tdaj meradla (meracieho pristroja),
» nekorigovany vysledok,
» korigovany vysledok.

Nekorigovany vijsledok je taky vysledok merania,
pri ktorom nie st uplatnené korekcie znamych
systematickych chyb. Korigovanyj vijsledok mera-
nia je vysledok po korekcii systematickych chyb.
Vysledkom merania je ¢asto hodnota ziskana
vypoctom z vysledku viacerych opakovanych
merani.Vzhladom na to, Ze skutoéntd hodnotu
meranej veli¢iny zistujeme procesom merania,
ktory je zataZeny rdoznymi chybami, vysledok
merania je len odhadom (skuto¢nej) hodnoty me-
ranej veli¢iny. Pri udavani vysledku merania je
preto ddlezité stanovit’ aj kvalitu tohto odhadu,
ktora sa definuje pomocou neistoty. Uplny tidaj
vijsledku obsahuje okrem vyslednej hodnoty me-
ranej veli¢iny aj tidaj o neistote merania. (WIM-
MER A KOL., 2001}, str. 103)

Vijstupnad velicina je veli¢ina, ktora pri vyhodno-
teni merania predstavuje merant velic¢inu.

Typy neistot

Ako sme to uz spomenuli, je pojem neistota (ne-
istota merania) spojeny s oznacenim parametera
stvisiaceho s vysledkom merania a charakte-
rizujiceho rozsah hodnot, ktoré modZzeme raci-
ondlne priradit’ meranej veli¢ine. Zmienili sme
sa aj o tom, Ze neistota sa sklad4 z niekolkych
zloziek. Na ur¢enie ich velkosti st principialne
k dispozicii tieto dve met6dy:

» Statistické spracovanie nameranych tda-
jov (metdda typu A),

» iné ako Statistické spracovanie namera-
nych tdajov (metéda typu B).

Niekedy sa neistoty ziskané metédou A strucne
oznacujui ako neistoty typu A, podobne neis-
toty ziskané metédou B ako neistoty typu B.
Z tychto zédkladnych typov neistét sa potom
lahko pomocou stétu ich Stvorcov uréi vy-
sledna kombinovand neistota uc. Predpokladajme,
Ze mame jednoduchu vystupni modelovi funk-
ciu niekolkych vstupnych parametrov f =
= F(x1,%2,...,%j,...,Xp), kde f je odhad vy-
stupnej velic¢iny, x; si odhady vstupnych veli¢in
a F je znamy funkény vztah. Vo vSeobecnosti po-
tom mo6Zeme pre neistotu 1y odhadu f napisat’
vztah

Hf =4 ZAzZu%i’ ©)
i=1

kde uy, st jednotlivé zlozky neistot, A; je koefi-
cient citlivosti (prevodu) prislusného zdroja ne-
istoty, ktory pozname alebo sa ur¢i ako parcidlna
derivacia funkcie f podla prislusnej vstupmej
veli¢iny x;

_of  OF(xq,x2,..., X, ..

— /xm)
axl- axi '

A (10)

Vidiet) Ze cela metodika urcenia je dost’ kompli-
kovana, preto v nasledujucich ¢astiach ukazeme
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len zakladnti metodiku a hibavého éitatela odka-
Zeme na prestudovanie prislusnej literattry (PA-
LENCAR A KOL., |2000; [VDOLECEK A KOL.,|2001a)b),
2002alb;[UHRIN A KOL.,2006; MELOUN A MILITKY,
2004).

Vyhodnotenie standardnych neistot vstup-
nej veli¢iny metédou typu A

Metéda vyhodnotenia tohto typu neistot je za-
lozena na Statistickej analyze opakovanej série
merani. Ked' méme 7 nezavislych rovnako pres-
nych pozorovani (n > 1), bude odhad vysled-
nej hodnoty f reprezentovany hodnotou vybero-
vého priemeru (aritmetického priemeru) f;. Ne-
istota prisltichajica odhadu f sa ur¢i ako sme-
rodajné odchylka s(f;) tejto vyslednej hodnoty,
teda vyberového priemeru f;. Tento typ neistoty

sa oznadi ako ua s a mdZeme ju vyjadrit’ v tvare

ury =s(7) =2 - L] )

(11)

Této neistota je sposobend kolisanim namera-
nych adajov. Ked' mame k dispozicii maly pocet
merani (n < 10) je hodnota ur¢ena podla tohto
vztahu nespolahliva a mali by sme ttto neis-
totu (sposobend kolisanfm nameranych ddajov)
odhadnut’ metédou typu B na zéklade inych in-
formdcii ako st sti¢asné namerané tidaje.

Vyhodnotenie standardnych neistot vstup-
nej veli¢iny metédou typu B

Ako sme to uz uviedli vyhodnotenie neistoty
vstupnej veli¢iny metédou typu B je zalozené
na inych ako statistickych postupoch analyzy sé-
rie pozorovani. Naskytuje sa moZnost” analégie
so systematickymi zlozkami chyb, avSak neide

ojednoznacn stivislost’ pretoZze metédou typu B
je mozné odhadnit” aj vplyv nahodnej chyby,
napr. pri kalibracii pouzitim predchadzajicich
merani. Standardna neistota typu B sa odhaduje
pomocou racionalneho tisudku na zéklade vset-
kych moznych a dostupnych informdcii. Najcas-
tejSie sa pouzivaju:

» udaje vyrobcu meracieho pristroja,

» skusenosti z predchadzajtcej série merani,

» skisenosti s vlastnostami spravania mate-
ridlov a techniky a poznatky o nich,

» tdaje ziskané z kalibrécii a z certifikatov,

» neistoty referenénych ddajov v priruc-
kach.

Pri uréovani neistoty typu B sa vychadza z cias-
tkovych neistot jednotlivych zdrojov ug;;. Ked
pozndme maximalnu odchylku j-teho zdroja ne-
istoty zjmax, neistota up;; sa urdi podla vztahu

Zjmax

uBZ]‘ = k ’ (12)

kde k je sucinitel ziskany zo zékona rozdelenia
pravdepodobnosti, ktorym sa riadi zdroj neis-
toty (napr. pre normalne rozdelenie je k = 2, pri-
padne 3, pre rovnomerné rozdelenie k = /3, pre
trojuholnikové rozdelenie k = V6 atd’, podrob-
nosti pozri odkaz Rovnomerné rozdelenie pravdepo-
dobnosti)E] V niektorych pripadoch moze byt uz
neistota UBz; zndma, napr. z kalibra¢ného certifi-
kéatu vyrobcu meracieho pristroja. Vysledna ne-
istota sa metédou B ur¢i podobne ako v pripade
zavislosti vstupnych funkcii od viacerych para-

metrov, pre p zdrojov z1, 2y, .. 1 Zjs e Zp plati

P
2,2
2 A, (13)
]:

kde up;; st neistoty jednotlivych zdrojov a A;
sd ich sti¢initele citlivosti. Takymto sposobom sa

5V pripadoch, ked mézeme odhadntt’ len dolnt (z~) a hornt hranicu (z*) meranej veli¢iny X; a dal3ie in-

formacie nemame k dispozicii, je vhodné priradit’ (pristidit)) meranej veli¢ine rovnomerné rozdelenie a ako mieru

neistoty ug(X;) pouzit’ odhad smerodajnej odchylky s(X;) tohto rozdelenia, teda ug(X;) = s(X;) =

(zt—z7)?
-
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neistota vyhodnocovana metédou typu B pre-
vedie do nového tvaru a vzhladom na pred-
chadzajtce predstavy aj tieto neistoty ziskavaju
charakter smerodajnej odchylky. Ako s takymi,
pripadne s ich druhymi mocninami ako s rozp-
tylom, sa pracuje dalej. V samostatnej Casti to
ukaZzeme na prikladoch.

Kombinovand a rozsirend neistota

V praxi sa zriedka vystacilen sjednym alebo dru-
hym typom neistoty samostatne. Potom je po-
trebné stanovit’ vysledny efekt kombinovanych
neist6t merani (alebo urceni) oboch typov, A a B.
Vysledna kombinovand neistota veli¢iny f sa
oznacuje ucy a je vlastne odhadom smerodajnej
odchylky spojenej s vysledkom, ktory je rovny
druhej odmocnine kombinovaného rozptylu zis-
kaného zo vietkych rozptylov vstupnych veli¢in;
druhej odmocnine zo stc¢tu stvorcov oboch ty-
pov neistot A a B podla vztahu

ucy = ,/uzAf—i-uzBf (14)

a zo vSetkych pripadnych kovariancii. Postup na
stanovenie kombinovanej standardnej neistoty je

iny pre nekorelované a iny pre korelované veliciny.

Pre veli¢iny nekorelované (vzajomne nezavislé)
je kombinovana standardnd neistota ucy stano-
venad ako kladnd druha odmocnina z kombi-
novaného rozptylu ué % ktory sa uréi pomocou
vztahu
" 9F\?
2 2
ugs = Zl(axl> u”(x;), (15)
i=
kde F je funkcia vyjadrujtica zavislost’ vystupnej
veli¢iny f od vstupnych veli¢in x;.

Pre veli¢iny korelované (vzajomne zavislé) vstu-
pujt do neistot aj ich kovariancie D(x;, xy) vzta-
hujtce sa na odhady x; a x; ako dalsi vplyv na
vyjadrovant neistotu

D(x;, xx) = u(x;) - u(xg) - r(x, x), (16)
kde r(x;, x;) je korelatny koeficient. Kovarian-

ciu dvoch ndhodnych veli¢in xfk) a x,ik), kto-

rych odhady st ziskané z hodno6t opakovanych
merani a st vyjadrené aritmetickymi priemermi
Ylgk) a Y,((k), mozeme urcit’ podla nasledujuceho
vztahu (horny index (k) vyjadruje, Ze mdme do
¢inenia s korelovanymi veli¢inami)

oy ® @y (0 _ 50y,

D(xixe)=-—— (G %) B %
j=

(17)
Kombinovany rozptyl vztahujici sa na odhad

funkéne zavislej vystupnej veli¢iny od korelova-
nych vstupnych veli¢in je vyjadreny vztahom

nl . 9F oF (1%
+2 ——D(x;, xg).
z; k:;i-l axi axk l

Kombinovana Standardné neistota je rovna od-
mocnine s takto vyjadreného kombinovaného
rozptylu. Z vyjadrenia rozvoja neistot ziskame
prispevky jednotlivych zdrojov neistot k celko-
vej neistote, preto je vhodné previest’ v tejto faze
analyzu prispevkov jednotlivych zdrojov celko-
vej (kombinovanej standardnej) neistoty a na za-
kladejejvysledku pripadne previest’ tipravu me-
todiky merania za ti¢elom zniZenia neistot, ktoré
sa na celkovej neistote najviac podielaja.

Tam kde nevysta¢ime so Standardnymi neisto-
tami je potrebné pouzit’ ich rozsirenie pomo-
cou koeficientu rozsirenia k;. P6vodne stanovena
smerodajnd odchylka (teda aj Standardna neis-
tota) predstavuje napr. pri najcastejSie pouZziva-
nom normdlnom rozdeleni interval uréeny s prav-
depodobnostou asi 68 %. Podobne je to aj pri
inych typoch (zédkonoch) rozdelenia pravdepo-
dobnosti. Aby sme dosiahli vacsi interval po-
krytia, bliZiaceho sa k 100 %, je potrebné roz-
§irit” Standardnt neistotu koeficientom rozsire-
nia k, ktorého vyznam je v podstate zhodny s vy-
znamom kvantilov pri Gaussovom (normalnom)
rozdeleni, kde k; = 2 pre rozsirenie na 95%-nu
a kr = 3 pre rozsirenie na 99,7%-nt pravdepo-
dobnost’” a pod. Roz$irena neistota je potom vy-
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jadrend vztahom

uf = kr : qu/ (19)

kde Uy je rozsirena neistota, kr je koeficient roz-
Sirenia a ucy je kombinovana neistota. Vysledok
merania sa potom vyjadri v tvare

f=f+Us (20)
a znamend, Ze najlepsim odhadom meranej ve-
liciny je f a Ze interval od f — Uy do f + Uy je
interval, od ktorého je mozné ocakévat) Ze obko-
puje velku ¢ast’ hodnot, ktoré moézu byt’ prira-
dené (prisudené) vystupnej velicine f.

Zdroje neistot

Ako zdroje neistot moZzeme oznacit’ vietky javy,
ktoré nejakym sposobom mozu ovplyviiovat’
neurcitost’ jednoznacného stanovenia vysledku
merania a tym oddalujua (postvaji) namerant
hodnotu od skuto¢nej hodnoty. Velky vplyv na
vysledok mé4 aj t4 skuto¢nost” aktii meraciu me-
todu pouzivame, priamu alebo nepriamu. Na ne-
istoty tiez vplyva vyber meracich pristrojov (ana-
logovych alebo ¢islicovych), vzorkovacov, pou-
zitie r6znych filtrov, inych prostriedkov a zaria-
deni v celej trase prenosu a tprave meraného
signdlu. K neistotam vyrazne prispievaju rusivé
vplyvy prostredia v najSirSom slova zmysle. Na
tomto mieste spomenieme najcastejSie sa vysky-
tujtice zdroje neistot:

» nevhodny vyber pristroja (rozliSovacia
schopnost’ a pod.),

» netplna alebo nedokonalaa definicia me-
ranej veli¢iny alebo jej realizacia,

» nevhodny, resp. nereprezentativny vyber
vzoriek merania,

» nevhodny postup pri merani,

» zjednodusenie alebo nespravne zaokriih-
lenie konstant a prevzatych hodnot,

» linearizacia,

aproximdcia, interpolacia

alebo extrapolécia pri vyhodnocovani,

» nekompenzované alebo neznadme vplyvy
prostredia,

» nedodrZanie zhodnych podmienok pri
opakovanych meraniach,

» subjektivne vplyvy obsluhy (experimenta-
tora),

» nepresnost’ etalénov a refernénych zdro-
jov alebo materialov.

Niektoré zo zdrojov sa prejavuji vyznamne
alebo vyhradne v neistotdch vyhodnocovanych
metédou typu A, iné zase pri poZiti metéddy
typu B. Mnohé zdroje m6zu byt’ pri¢inou oboch
skupin neisto6t a preto vznikd nebezpecenstvo
v podobe zabudnutia (vynechania) jednej zo zlo-
ziek, ¢o moZe mat’ vyrazne skreslujtci Géinok.
Situécia sa komplikuje, ked’ na meranie niekol-
kych vstupnych veli¢in pouzivame rovnaky me-
raci pristroj alebo ked’stt medzi vstupnymi para-
metrami iné kovaria¢né vazby. Vysledna neistota
je potom podstatne vacsia a celd metodika spra-
covania nameranych tidajov je primerane zloZi-
tejSia.

Priklady stanovenia neistoty

Cisla, ktoré vyjadruju vysledok merania v tvare
f=f=+ Uy (alebo f = f+ ucy) su ziskané
vypoétom a maju obycajne tolko desatinnych
miest, kolko zobrazi pouZité vypoctové zaria-
denie (pocita¢, kalkulacka a pod.) V zobrazenom
Cisle sa ¢islice s vynimkou nil na zaciatku zobra-
zenej hodnoty oznacuja ako platné ¢islice, napr.
¢islo 0,003 00140 ma Sest’ platnych &islic (miest).
Vysledna neistota merania sa zaokruhluje najviac
na dve platné ¢islice. Takyto postup vnasa do vy-
slednej ¢iselnej hodnoty intervalu neistoty hod-
noty zaokrthlovaciu chybu nanajvys 0,5 %. Na-
priklad vysledkom vypoctu je ¢islo 0,004 3234,
zaokrtihlenim ziskame hodnotu 0,004 3, alebo
vysledkom vypoctu je ¢islo 0,0040234, zaok-
rthlenim ziskame hodnotu 0,0040 (ked je dru-
hou platnou ¢&islicou nula, treba ju vo vysledku
uviest’). Z formétu ¢isla vyjadrujiaceho interval
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neistoty Uy vyplyva aj format ¢isla f, ktoré nema
vyznam uvadzat’ v niZSom rade ako je rad po-
slednej platnej ¢islice neistoty. Uvedieme pri-
klady:

1. Vypoctom sme ziskali tieto nezaokridh-

2 vz

lené &isla:

f = 38,395799 cm?
Ur = 0,1559118cm?

2. Po zaokruihleni ich zapiSeme v tvare:

f = 38,40cm?
Ur = 0,16cm?

3. Vysledok merania uvedieme v tvare:

f = (38,40 £0,16) cm?

4. Pri zaokruhleni na jedno (platné) desa-
tinné miesto:

f = (38,440,2) cm?

5. DalSie moZnosti zapisu vysledkov merani:

I = (837+024)10%A
p = (1,2017 4 0,0024) Pa
A = 2,037(4) nm

Poslednt formu zéapisu vysledku merania pou-
zivaju niektoré odborné Casopisy a nahradzuje
klasicky tvar zapisu A = (2,037 + 0,004) nm.

Cislicovy meraci pristrojﬁ

Postup odhadu neistoty vysledku merania
(typ B) je pre dany typ meracieho pristroja oby-
Cajne stanoveny vyrobcom. Ked nemame k dis-
pozicii tento postup alebo nie je stanoveny inak,

je neistota vysledku principidlne urc¢ena diskrét-
nym charakterom ¢iselného tidaja na displeji pri-
stroja. Najjemnej$i krok delenia 6 daného roz-
sahu meracieho pristroja X, je uréeny zmenou
tdaja na poslednom digite o hodnotu £1. Na-
priklad pre pristroj s pat’ digitovym displejom
jed = 107° X, @ merand velicina sa s isto-
tou nachadza v intervale hodnoty zobrazenej na
displeji plus 6. Rozdelenie pravdepodobnosti vy-
skytu meranej veli¢iny v tomto intervale sa oby-
¢ajne povazuje za rovnomerné. Potom sa stredna
hodnota meranej veli¢éiny odhaduje hodnotou
zobrazenou na displeji plus 6 /2 a prislusné neis-
tota vysledku sa odhadne standardnou odchyl-
kou rovnomerného rozdelenia

6 6

=T 0E @

Jednym zo zdrojov neistoty je rozliSitelnost’ po-
slednej platnej cislice. Napriek tomu, Ze sa pri
opakovanom meran{ tidaj na displeji nemeni nie
je neistota merania nulova. Pri odhade neistoty
sa pouziva model rovnomerného rozdelenia pravde-
podobnosti v intervale, ktory je vymedzeny rozli-
Sovaciou schopnostou § daného pristroja podla

vztahu @21).

Priklad A:

Cislicovy voltmeter opakovane ukazuje na disp-
leji napdtie U = 14,12 V pri rozliSeni 10 mV
(presnost’ 10 mV), mozeme teda predpokladat)
7e 6 =0,01 V a neistota je rovna

1
M _ 90 00288675 V =

u
P 2v3 (22)
—0,0029 V ~ 0,003 V.

Udaj v technickej dokumentécii voltmetra nas
vsak informuje, Ze na rozsahu 20 V pri roz-
liseni 10 mV (1 digit) ma voltmeter presnost’

®Dovolena chyba ¢islicového voltmetra (ampérmetra) sa udava suctom relativnej chyby v percentach &,

z meranej hodnoty a relativnej chyby dm: v percentach, vztahuje sa na najva¢siu hodnotu meracieho rozsahu
pristroja (podrobnejsie pozri East’E] Chyby elektrickyjch meracich pristrojov).
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(0,3 % meranej hodnoty + 1 digit). Potom

52 — (14’12 0,3% + 0,01) =

100
= (0,04236 +0,01) = 0,05236 V.

(23)

Prislusna zlozka neistoty bude

L) _ 62 005236
B 2y3  2v3 (24)
=0,01511503 V = 0,015V,

¢oje ale hodnota 5x vécsia, ako z predchédzaju-
ceho vypoctu.

Priklad B:

Pri merani éislicovym ampérmetrom s pia-
timi digitmi na rozsahu 10 A je tdaj na disp-
leji I = 0,0035A. Merany prud sa teda na-
chadza v intervale §I = (0,0035 = 0,0036) A.
Stredntt hodnotu meraného pridu odhadneme
ako I = 0,00355 A. Pre neistotu merania v pri-
pade pouZitia modelu rovnomerného rozdelenia vy-
skytu meranej veli¢iny dostdvame
—4

ug = —— = 28,8675-107°A =
W (25)

=0,000029 A

a pre model normdlneho rozdelenia vyskytu mera-
nej veli¢iny je vysledok neistoty rovny
-4

1
ugy = OT =16,66667-107°A = 26)

= 0,000017 A.

Vysledok merania pre model rovhomerného roz-
delenia potom zapiSeme v tvare

I = (0,003550 + 0,000029) A. (27)

Posuvné meradlo

V pripade posuvného meradla s najjemnejsim
delenim stupnice 0,1 mm, ked’ predpokladame

rovnomerné rozdelenie pravdepodobnosti, je in-
terval neistoty vysledku merania podla predché-
dzajucej zasady (v Casti Cislicovyj meraci pristroj)
rovny 6 =0,2mm a podla vztahu

.
LV

= 0,057735mm = 0,058 mm.  (28)

Jednoduché meranie teploty

Beznym liehovym teplomerom meriame teplotu
kvapaliny v nadobe, pri¢om predpokladame, Ze
na teplomer nepdsobia iné, ako v danom pripade
zanedbatelné vplyvy (sélanie, premenliva tep-
lota okolia, zmeny priadenia vzduchu v miest-
nosti a pod.). Presnost’ merania teplomerom je
dana ako chyba odéitania teploty s velkostou
jedného dielika stupnice, ¢ize £1 °C. Vyraz pres-
nost’ tu chépeme ,klasicky” prostrednictvom
chyby, teda nie ako neistotu. Meranie preva-
dzame opakovane v r6znych miestach nadoby
tak, aby bolo mozné urcit’ priemernu teplotu
kvapaliny. Predpokladom merania je aj to, aby
teplotné pole v meranom priestore bolo homo-
génne. Ked'je tato podmienka splnena neméme
dovod uvaZovat’ o dalsich pridavnych korek-
cidch a mdzeme pouzit’ takyto postup. Opako-
vanym meranim, pri dostato¢nej dobe ustéle-
nia ddaja teplomera (vylt¢ime pripadnd dyna-
mickt chybu) sa ziska miniméalne potrebnych
desat’ merani. Odhadom priemernej teploty f je
aritmeticky priemer zo vsetkych desatich hod-
not t=35,4 °C. Standardnd neistota typu A je repre-
zentovana smerodajnou odchylkou stboru na-
meranych hodnét od aritmetického priemeru

1

ua(t) = \/n i Sy (5 =12 =0360°C. (29)
i=1

Standardnd neistota typu B ma pri danom usporia-
dani merania jediny zdroj, ktorym je chyba od-
¢itania s hodnotou £1°C. Oprédvnene mdzeme
predpokladat’ rovnomerné rozdelenie pravde-
podobnosti chyby teplomera, ¢ize

ug(t) = — = 0,578°C. (30)

1
V3
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Kombinovanii standardnii neistotu ziskame zlace-
nim oboch zloZiek

uc(t) = \Ji3 (1) + (1) = o
= 1/0,360% + 0,578% = 0,681 °C.

Vijsledok merania modzeme prezentovat’ pomocou
rozsirenej neistoty s koeficientom rozsirenia k. =2
(skuto¢na priemerna teplota sa nachiddza v in-
tervale neistoty s asi 95%-nou pravdepodobnos-

tou), takZe zapis po zaokrihleni na dve platné
miesta bude mat’ tvar

t = (35,40 & 1,36) °C. (32)

V tabulke [1] uvadzame orientaéné hodnoty od-
hadu chyb niektorych meracich pristrojov a za-

riadeni.

Tabulka 1: Hodnoty odhadu chyb niektorych meracich pristrojov

Meracie zariadenie Delenie stupnice Chyba zpyax
Pasové meradlo 10 dielikov na 1 cm 1mm
Posuvné meradlo 10 dielikov na nénius 0,1mm
Posuvné meradlo 20 dielikov na nénius 0,05 mm
Posuvné meradlo 50 dielikov na nénius 0,02mm
Mikrometer 50 dielikov na 0,5 mm 0,01 mm
Mechanické stopky | 5dielikovnals 02s
Digitalne stopky min : sek : %15 0,01s
Teplomer 5,2 alebo 1 dielikna1°C | (02+1)°C




Tordim len, Ze v kaZdom stidiu
prirody je len tolko vlastnej vedy,
kolko je v nej matematiky.

IMMANUEL KANT

2 Numerické metédy spracovania vysledkov merani

Ulohy stvisiace s vyhodnotenim experimentalnych dét vo fyzikalnej a technickej praxi sa

vyznacuju tymito zdkladnymi vlastnostami:
(a) rozsah a objem spracovanych dat obycajne nie je velky,
(b) v détach sa nachadzaju aj vybocujtice hodnoty merania a rézne nehomogenity,

(c) v détach sa zvycajne vyskytuja nelinearity, vzajomné vazby a pod., ktoré treba identi-
tikovat’ a opisat,

(d) parametre modelov maji obycajne definovany fyzikdlny vyznam,

(e) casto nardaZame na isti neurcitost’ (nejasnost, nepresnost’) pri vybere modelu na opis
dat.

Pri projektovani pokusu je experimentator vedeny snahou ziskat’ z merani ¢o najviac fyzi-
kalne zaujimavych informécii Preto experiment obycajne prebieha za rdznych (kontrolo-
vanych) podmienok. Zmenou istych veli¢in sledujeme ich vplyv na iné veli¢iny. Vo vacsine
pripadov takto ziskame zavislost, o ktorej predpokladdme, Ze je spojitad funkéna zavislost’
jednej veli¢iny od druhej veli¢iny. Napr. teplotnti zavislost” odporu, zavislost” anédového
pradu magnetrénu od indukcie magnetického pola, zavislost’ intenzity jadrového Ziarenia
od hrubky absorbatora atd. Nameranim zavislosti veli¢in praca experimentatora nekon¢i, na-
opak, nasleduje najdoleZitejsia tloha a to fyzikdlne interpretovat’ vijsledky merani. Pod pojmom
interpretacie budeme rozumiet” oddvodnenie vysledkov. V podstate ide o urcenie pricin, ktoré
sposobuju dany vysledok. Experimentalna praca je takto z formalneho hladiska , obratenou”
alohou k teoretickému postupu, ktory z definovanych podmienok (pri¢in) predpoklada za-
very (nasledky) a tento fakt treba mat’ na zreteli pri spracovavani merania. V konkrétnych

7 Metéda pozorovania ddva cenné informdcie o vonkajsich javoch a vztahoch (velkost, tvar, casovd ndslednost’ a pod.). Po-
zndvaciu hodnotu vsak strica vtedy, ked sa pyjtame na charakter vztahov alebo na pricinu javov. Hlbsie poznanie skutocnosti
umoziiuje experimentdlna metdda, ktorej pouZitie znamend cielavedomi zisah do pévodného stavu zamernou zmenou, ktord
je exaktne sledovand za ticelom ziskania novych vedeckyjch faktov. Experimentdlna metéda identifikicie zdmerne vyvoldva
zmeny v skiimanych objektoch a na to pouziva najroznejsie techniky. Cavier tento rozdiel medzi pozorovatelom a expe-
rimentdtorom vyjadril takto: ,,Pozorovatel prirode naciiva, experimentitor ju vypociiva.” Dita ziskané experimentom sa
stanii odpovedou na experimentdtorovu otdzku len po ich logickom spracovani, ktoré najcastejsie pozostdva z matematického
vyhodnotenia a pozndvania, zo zovSeobecnenia zistenyjch faktov.
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pripadoch sa najcastejSie stretneme s tymito situdciami:

e Fyzikalna interpreticia meranej zavislosti nie je dobre prepracovand, tzn., Ze v case
konania experimentu neexistuje teoreticky model, ktory by viac-menej tspeSne pred-
povedal tvar funkénej zévislosti. Potom je mozné ziskané zavislosti interpretovat’ iba
kvalitativne, resp. v jednoduchych pripadoch vyslovit" hypotézu (napr. o linearnej,
resp. inej zavislosti).

e Teoreticky model predpoveda o¢akdvant zavislost, napr. y=a + bx. Experimeniﬁ line-
arnu zavislost’ potvrdi. Treba ndjst’ , spravne” hodnoty parametrov, napr. a, b, ktorym
mozu odpovedat’ dalsie dolezité informacie. Ulohami tohto druhu sa zaoberd vyrov-
névaci pocet. V sticasnej dobe sa Siroko vyuziva metdéda najmensich stvorcov (NMS)E] Za
spravne hodnoty sa povaZzuju také hodnoty parametrov, ktoré davaja najmensi siicet
druhijch mocnin odchyjlok medzi nameranymi a teoreticky predpovedanymi hodnotami.

Pri spracovani a interpretécii empirickych dat nds v prvom rade zaujima ich variabilita. Va-
riabilita experimentalnych tdajov ma oby¢ajne viacero pri¢in. Predovsetkym sa zaujimame
o efekty v systéme merania a v systéme, ktory sledujeme, najmé o systematické vplyvy.
Cielom je porozumiet’ tymto vplyvom, aby sme mohli na systém merania pripadne pdsobit’
a tym neZiadtdce vplyvy tplne vyladit. Tato zlozka variability je obycajne prekryté inou,
ktorej pricinou je nepresnost’ merania a dalsie ndhodné vplyvy. K nim sa eSte pridava aj
(experimentalne data) v niektorych charakteristikdch nestihlasia vZdy presne s charakteris-
tikami celého stiboru (populécie), ktorych sa naSe poznatky majta tykat’. Snazime sa teda
identifikovat’ zakladné vztahy variability.

Vo vyskume ndm tlohu Statistiky najlepsie priblizuje predstava o signile a Sume. Predstava
je taka, Ze data maju tvar

DATA = SIGNAL + SUVN,
kde signal reprezentuje informaciu o sledovanom systéme. Tato konstrukcia odzrkadluje,
Ze signal vyjadrujaci urcité ,pravidelnosti” je viac-menej prekryty Sumom. Data vSak moZu
byt’ interpretované len ked disponujeme ich modelom, ktorého hlavnou &astou je nejaka

rovnica. Modelom sa usilujeme vystihntt’ podobu signélu, zjednodusene povedané model
odzrkadluje $truktaru dat. V $tatistike teda data modelujeme podla schémy

DATA = MODEL(FUNKCIA) + REZIDUALNA HODNOTA,

8Experiment mézeme rozdelit’ na ¢asti, ktoré st do istej miery samostatné, volame ich pokusy.

IMetodu najmensich §tvorcov, ako vypoctovi procedtru opisal Adrien-Marie Legendre r. 1805 v préaci Nouvelles
méthodes pour la détermination des orbites des cometes. On navrhol aj ndzov tejto metédy. Prvy, kto spojil metédu
najmensich Stvorcov s tedriou pravdepodobnosti bol Carl Friedrich Gauss r. 1809 v préci Theoria motus corporum
coelestium in sectionibus conicus solem ambientium auctore, C. F. G. 1809. Poznamenal, Ze ttito metédu pouzil uz
roku 1795.
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kde reziduélna hodnota (v niektorych pracach nevhodne oznac¢ované ako chyba) vyjadruje
rozdiel medzi modelom a meranymi datami, pricom je dbleZité, aby tieto hodnoty neobsa-
hovali ziadnu evidentnt struktiru. Pokial by reziduélne hodnoty mali nejaku $truktaru, je
potrebné model upravovat’ az dovtedy, kym nezahrnie vsetky identifikovatelné struktary
signdlu. Modelom sa teda usilujeme ¢o najvernejsie reprezentovat’ redlny merany systém.

Uvedieme hlavné ¢rty met6dy najmensich Stvorcov. Majme namerant funként zavislost’ f; =
= f(x;) vbodochi=1, 2, ... ,n. Teoreticky model predpokladé zéavislost' y=F(x, p1, p2, - - -

., Px), kde p1, pa2, ..., px st parametre, ktoré sa nedaja vypocitat’ v ramci tohto modelu
(¢Im menej parametrov, tym je model hodnotnejéi)m Odchylky modelovej F* a experi-

mentalej funkcie f;, vypocitané v nameranych bodoch, ozna¢ime 7; (reziduum, rezidualna
hodnota

ri = F*(xi, p1, p3, ---, PE) — fi- (33)
Vzhladom na to, Ze povazujeme kladné odchylky za rovnako vyznamné ako zaporné, uva-
Zujeme druhtt mocninu rz- Dalej oznaéime

O =) r (34)
i=1

Ulohou je ndjst’ také odhady p1, po, ..., Px parametrov pi, p2, ..., P, pre ktoré funkcia
® (oznacovana tiez ako iicelovd alebo kriteridlna) nadobtida minimum. Aby mala tato po-
Ziadavka zmysel, musi byt’ splnenych niekolko, nie prave samozrejmych predpokladov,
o ktorych sa musime pred zacatim experimentu presvedcit, pozri napr. (PETROVIC A KOL.,
1989, 1., str. 74):

1. chyba nezéavisle premennej x; je zanedbatelne mald vzhladom na chybu
zavisle premennej f;. Nezavile premenna by nemala korelovat’ s chybou
merania (poruchou) premennej f;,

2. chyba merania premennej f; je ndhodna veli¢ina z normélne rozdeleného
siboru, ktory ma nulovd strednd hodnotu a kon$tantny rozptyl v celej
oblasti merania. Tato poZiadavka sa nazyva homoskedasticitou, preto lebo
skedastické funkcia je rovnaka (homogénna) pre vSetky hodnoty nezéavisle
premennej. Inak povedané, variabilita chyb by nemala vobec zavisiet” od
hodnot nezavisle premennych. Ked tato poziadavka nie je splnend hovorime
o heteroskedasticite[P]

nformaciu, ktort nemodzeme ziskat’ na zaklade modelu (teérie) treba nadobudnat’ empiricky, ¢iZe analyzou

dat, ¢o je v niektorych pripadoch velmi narotné a zlozité.

1Rozdiel medzi chybou a reziduom je hlavne ten, Ze chyba je , teoretickd” hodnota, lebo nepozndme hodnoty
parametrov p. Reziduum je presne ur¢end hodnota a moéZeme ho teda vziat’ do tivahy pri rozhodovani ako
odhadnut’ regresné koeficienty

12yseobecne sa uvazuje nejaka parna funkcia, t. j. funkcia f(x) tak4, ze f(x)= f(—x). Druhej mocnine sa dava
prednost’ pred absoltatnou hodnotou, lebo je to hladka funkcia.

13gystematické chyby ovplyviiuju experiment v rovnakom zmysle, ale vo vieobecnosti vietky merania réznou
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Nutnou podmienkou pre minimum je potom splnenie rovnice

i arl B i aF* xl,pl, ..
ap] =1 i=1 I
Tto ststavu je mozné explicitne riesit’ v niektorych Specidlnych pripadoch. VSeobecne treba

pouzivat’ vybrané numerické metddy (KAUKIC, 2006; [PIRC A BUSA| 2002). Preberieme si tie

(Vi) —0,j=12...,k (35)

funkéné zavislosti, ktoré budeme potrebovat’ pri vyhodnocovani laboratérnych zaznamov.

2.1 Linearna zavislost’ y=a-+bx ay=ax

Podla vztahu (35) mame dva parametre p; =a, p5=>b
ri = a+ bx; — fi- (36)

Z rovnic (34) a (35) dostaneme stistavu dvoch linedrnych rovnic pre nezndme a a b, ktoré
moZzme lahko vyriesit. RieSenie zapiSeme v tvare vyhodnom na pocitatové spracovanie.

Oznadéime
n n 5
s1=13 Xi, S2=Y fi, S3=) xi,
i=1 i=1 ]
n n 5 5
sa= ) Xifi, ss=) fi, v=nsz—s].
i=1 i=1

Potom
. 5253 — 5154 ~ NS4 — 85152
i=—— b=——"

" ” (37)

Da sa ukazat, Ze pre Standardné neistoty odhadnutych parametrov 4 a b platia tieto vztahy:

_ ab ab n
Oa = 0f \/?, 0p = 0f " (38)

V experimentoch vSak nie vzdy pozname hodnotu $tandardnej neistoty oy. Jej hodnotu
moZeme ziskat’len opakovanim merania. Pri jednom experimente vSak mame nameranych
1 hodnot f a ked sme vSetky zmerali s rovnakou chybou, méZemu ju odhadnut’ z rozdielov
medzi nameranymi bodmi a funkciou Vzt’ahomﬁ]

n N 2
Y (a+bx;—fi
;b — i=1 (61 : _xz f) . (39)

hodnotou. Majt nenulovi strednt hodnotu a prejavuja uréitt mieru vzajomnej zavislosti, t. j. st korelované.
Nedodrzanie predpokladu ndhodnosti a nezavislosti chyb i nenulovosti ich strednych hodnét znemoziiuje
pouzitie Statistickych metéd vyhodnotenia.

14V menovateli vztahu je hodnota 7 — 2 namiesto 7 z toho dévodu, aby bol odhad nevychyleny. Ak mame
namerané iba dva body priamka uréena metédou najmensich Stvorcov prechadza presne cez ne a rezidualny
stcet $tvorcov je rovny nule, vztah predstavuje vyraz typu 0/0. Musime mat’ teda namerané asponi tri body,
aby sme z rozptylu bodov okolo priamky odhadli neistotu merania. Odhad je nevychyleny, ked' stredna hodnota
odhadu sa rovna jej skuto¢nej hodnote (nezavisle od po¢tu merani).
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Podobne pre zavislost’ typu y = ax platia tieto vztahy:

(40)

Odvodenie tychto vztahov v8ak presahuje ramec tejto prace a nie je ani jej cielom. Citatel sa
moZe o metdde najmensich Stvorcov podrobnejsie docitat’ napr. v pracach autorov (KUDRA-
CIK, [1999; |LYONS, |2001; PETROVIC A KOL.,|1989; |SQUIRES), 2001} WOLBERG), 2006

Hodnotu nezavisle premennej vypocitant
pomocou regresnej rovnice nazyvame aj vy-
rovnanou (odhadnutou) hodnotou Y. Roz-
diel medzi odhadnutou a nameranou hod-
notou i-teho tidaja je reziduum r;

ri = ?j — Yi~ (4.1)

Ako sme to uz spomenuli, rozdiel medzi
chybou areziduom je hlavne ten, Ze chyba je
,teoretickd” hodnota, lebo nepozname hod-

" noty koeficientov a a b. Reziduum je teda
Obrazok 1: Regresna priamka. Dvojice (Y;, X;) st presne urcend hodnota a mdZeme ho teda
ziskané meranim. Hodnota Y; je vypotitana pomo- vziat’ do tvahy pri rozhodovani ako od-
cou odhadnutych parametrov 4 a b regresnej priamky hadnat’ regresné koeficienty. Pri hodnoteni

Y; =a+bX; ) . - e soes
' ’ regresného modelu si okrem inych kritérii

teda vSimame rezidua.

Priklady grafov rezidualnych hodnét

¥ ¥
e ® e ® o
R ] ® e ® . . *
b ]
) . ., c ® o o
X X
Obrazok 2: Predpoklad vhodne zvoleného mo- Obrazok 3: Rozptyl bodov okolo regresnej krivky

delu je splneny — homoskedasticita sa zvyS$uje s rasticim x — heteroskedasticita
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x t
Obrazok 4: Nutnost’ pouzit’ iny model, v pripade Obrazok 5: Priebeh nas upozoriiuje, Ze Casovy fak-
linedrnej regresie pouZit’ niektord nelinedrnu re- tor by mal byt’ sticastou regresného modelu (¢; je
gresnu krivku ¢asovy okamih i-teho merania)

Odl'ahlé pozorovania

>
9 .
R.o.:... b >
* ® "o 3
L L e ®
a
*
X >

Obrazok 6: Graf zobrazuje dva neobvyklé body a
a b, ktoré mozeme Klasifikovat’ ako odlahlé

>

2.2 Polynomiilna zavislost’

Parametrami st koeficienty v polynéme k-teho stupiia

F=agxF a4+
£ 1
ri= Ea;xi — f(xi),
1=0

aF*(xi,ag,al,...,ak) d iﬂlxl- o xj
;=

Odlahly bod je taky, ktory lezi
mimo zakladnt konfigurdciu bodov
v grafe.

Extrémne odlahlé pozorovania (extre-
mes) st také body x;, ktoré pred-
stavujui zasadne odlisnt kombinaciu
hodnot x.

Vybocujiice odlahlé pozorovania (out-
liers) sa také, vysoké alebo nizke
hodnoty f;, ktoré sa zasadne liSia od
ostatnych hodnot f.

Bod nazyvame uplyvnym, ked sa po
jeho odstraneni podstatne zmeni po-
loha regresnej krivky.

Body, ktoré st odlahlé v smere x st

¢asto vplyvné!

k

apg = Z(/lel P

1=0
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a podla rovnice (35) dostaneme stistavu rovnic

- _ j_
aa] Zi [Z axt — f(x; ] ' =0.

Prehodenim poradia sumécie dostdvame stistavu k + 1 rovnic pre k + 1 neznamychay, ... , ax

k
)_Bjiar =y, (42)
1=0
kde
n l+
le = gxi ], y]
1=

Stustavu (42) je mozné riesit’ napr. Gaussovou eliminacnou metédou. Pre k = 1 dostdvame

n .
J

Z f(xi) x;.

=1

linedrnu zévislost, pre ktort je rieSenie zhodné s rovnicou (37).

2.3 Exponencidlna zavislost’

F*=aef, pi=a, p3=8 r=aef—f(x)

a z rovnice (35) dostaneme

:2§ e — f(x;)| P =0,
;

=2Y a®x; e —2Y af(x;) x; P =0,
i

i=1
¢o je ststava transcendentnych rovnic a na ich rieSenie treba zvolit” priblizné numerické
met6dy. Aby sme sa tomu vyhli, pozmenime tlohu a namiesto extrému tcelovej funkcie ®
budeme hladat’ extrém funkcie ®(1), v ktorej namiesto F* vystupuje In F*. Logaritmovanim
funkcie F* dostaneme

InF* =Ina+ Bx.

Ak oznacime a=Inw, b =B, méZeme pouzit’ vysledky rovnice (37) pre linearnu zévislost.

Pozndmbka:
Ak pouzijeme metédu najmensich Stvorcov na takto transformovanii nelinedrnu funkciu, hladané
parametre nezodpovedajii minimdlnemu sictu stvorcov odchylok ® = Y| [In f; — In F* (x;)]?,
pretoZe transformdcia do stiradnic prirodzeného logaritmu ovplyvriuje odchyjlky rozdielne v roz-
nych oblastiach pozdlZ krivky a tieZ rozdielne ovplyoni pozitivne a negativne chyby v tych
istych bodoch krivky; preto treba problém riesit’ ako siistavu nelinedrnych rovnic. Podla Bru-
novskej (1990, str. 50) vSak neexistuje veobecné pravidlo pre nelinedrne regresie, podla kto-

rého by bolo mozZné dat’ prednost’ jednej ticelovej funkcii pred druhou. Ak rozptyl tidajov nie
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je velky, tento rozdiel nie je vyznamny. Odhad cez transformdciu mozZno este zlepsit’ zave-
2
denim statistickej vihy w; = (i) do ticelovej funkcie , ktord potom nadobudne tvar
% /i
Y wilnfi—In F*(x;)]* = min.

Transformacia dat a jej nedostatky

Pouzitim transformécie moZeme neline-

8
e tablel 2 Exp.data L .
[ o —— Fit6_lintrans  y = 8,30866*exp(-0,875*x) arnu funkcm
7k —— Fitl_exp y = a*exp(-b*x)
o flx,a, p)=aexp(—px)
5 cpn e : .
2| substiticiami y =1In f, ' = Ina prepisat’
£
g4 do linearneho tvaru
11
8 /
, y=ua — Bx.

oL

i Keby sme pre ttato zavislost” pouzili me-
i todu najmensich $tvorcov, hladané pa-

oL . I I I I I . . .

o 05 115 2 260335 4 45 rametre by nezodpovedali minimalnemu
X Axis Title

suctu Stvorcov odchylok
Obrazok 7: Priebehy regresnych funkcii prelozené

experimentélne ziskanymi bodmi fitovanim transfor- £

movanej a netransformovanej funkcie f(x,a,p) = Q= Z% lnﬂ lnf xl)]
1=

=wexp(—pBx)

pretoze, ako sme to uz spomenuli, trans-
formicia stiradnic do prirodzeného logaritmu ovplyvriuje odchylky rozdielne v roznych oblastiach
pozdlZ krivky a tiez rozdielne ovplyvni negativne a pozitivne chyby v tich istich bodoch krivky.
Pre kone¢né nezanedbatelné chyby meranej premennej f; uvedend transformécia teda nie
je spravna. Prejavi sa to napriklad vznikom heteroskedasticity. Pokial mali hodnoty f; kon-
Stantny rozptyl (721_ , hodnoty In f; budt mat’ nekonstantny rozptyl

2
g = (Uf"
n f; ’
i ﬂ

t. j. konstantna relativnu chybu.

Preto nemo6Zeme pouzit’ jednoduchi linearizéciu vztahu logaritmovanim, ale problém treba
riesit’ ako sustavu nelinearnych rovnic. Priklad ilustruje obrazok[7] Ajked linearizatna trans-
formécia vedie k jednoduchému hladaniu odhadu parametrov, vysledkom je obvykle vy-
chyleny odhad, ktorého Statistickd analyza je zloZitejSia. Linearizciu vS8ak moZeme pouZit' na
urdenie 3tartovacich hodnodt odhadovanych parametrov pre nelinedrnu aproximaciu MNS.

Zaverom treba zdoraznit, Ze funkcia F* (tzv. modelové funkcia) musi byt fyzikalne opod-

statnend. Ak sa predpoklada linedrna zavislost, nema fyzikalne opodstatnenie vyrovnavat’
meranu zavislost’ kvadratickou funkciou, i ked' mézeme ocakéavat’,lepsiu” zhodu v zmysle
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najmensich $tvorcov. Aproximacia experimentalnych dat inymi fyzikalne neodévodnenymi
funkciami mé vyznam iba z hladiska vhodnej$ieho uchovania informacie o experimental-
nych datach a z hladiska niektorych numerickych operécii, napr. interpolécie a extrapolacie.

2.4 Nelineirna aproximacia MNS

Nazvom linedrny model sa oznacuje model, ktory je linedrnou kombinéciou parametrov
regresného modelu. To znamena, Ze aj linearny regresny model moZe byt’ z hl'adiska priebehu
modelovej funkcie nelinedrny. Pre linearny regresny model plati podmienka
oF (x, .
A]-:M:konét, i=12, ...k 43)
op;

kde x je vektor vysvetlujucich (nezavisle) premennych a p je k &lenny vektor neznamych
regresnych parametrov. Ked' je parcidlna derivacia A; aspon pre jeden parameter p; jeho
funkciou, ide o nelinearny regresny mode]lTj Nelinearné regresné modely sa ¢lenia na:

(1) neseparabilné modely (podmienka (43) neplati pre Ziadny parameter modelu),
(2) separabilné modely (podmienka plati aspori pre jeden modelovy parameter),

(3) vniitorne linedrné modely (mdZeme ich korektnou transforméciou previest’ na linearny
regresny model).

Majme opit’ teoreticki modelovu funkciu y = F(x, p1, p2, .., px), kde Pis j=1,2,... ksa
nezname (hladané) parametre. Predpokladajme, Ze vieme aké st hodnoty parametrov p;
a tak pre kazdé x; mdZzeme urcit' F*(x;, pi, p3, ..., pi) ako aj reziduum

ri=F"(xi, p1, P>, - P5)— fi, i=12,...,n, (44)

kde f; st namerané hodnoty a F* je aproximacna (tcelovd) funkcia. Skuto¢né reziduum r;
vsak nemoéZzeme urdit; lebo koeficienty p; nepoznime. Ulohou je teda ur¢it’ odhady pj

aproximacnych koeficientov p; a reziduum
Ri = F*(xi, p1, p3, -, P}) — fir (45)

kde pY, p9, ..., p? st zadiato¢né odhady koeficientov pj a tieto uz mozeme ziskat’ napr. gra-
fickou metédou, pouzitim linedrnej MNS na transformovant nelinearnu funkciu alebo od-
hadom zo znalosti tlohy.

Na urfenie parametrov p; sa pouZziva n merani (pozorovani) zavisle premennej f; a pri-

slachajicich hodndt nezavisle premennej x;. Podobne, ako pri linedrnej MNS cielom je

15Takéto regresné modely sa asto oznalujt aj ako inherentne nelinedrné, ¢o znamena, Ze st nelinearne v para-

metroch a linedrne alebo nelinearne v premennych.



30 Kapitola 2

minimalizovat’ stcet Stvorcov odchylok meranych hodnét f; od hodnoét uréenych pomocou
modelovej funkcie v bodoch x;, ¢o mdZeme zapisat’ rovnicou

[F*(xi, pi, P3, - Pi) — fi]® — min. (46)

s

Il
—_

d =

V pripade, Ze minimum funkcie ® budeme hladat’ tak, Ze jej parcialne derivécie podla p;f
polozime rovné nule, dostaneme ststavu k rovnic, ktord ma aj pre jednoducht nelinearnu
funkciu F* zloZity tvar a nemusi mat’ jediné rieSenie. RieSenim nemusi byt globalne mini-
mum funkcie ®, ale moZze ist’ o lokalne minimum alebo maximum, alebo inflexny bod. Aj
v pripade, Ze sa volbou ,dobrych” $tartovacich hodnot dosiahne konvergencia, ide spra-
vidla iba o konvergenciu k lokdlnemu minimu. Hl'adanie globalneho minima je vSak vecou
béadatela, ktory model odhaduje (pripadne ho vytvéra), ale nie pouzitého algoritmu.

Na odhad hladanych parametrov pj sa pouZivaju iteracné met6dy (PRESS ET AL., 1992 BRU-
NOVSKA| 1990;|[PETROVIC A KOL., {1989} ZVARA|,1989). Tymito metédami sa vytvara postupnost’
odhadov parametrov modelu, pre ktoré funkcia ® konverguje k minimélnej hodnote. Stru¢ne
opiSeme zéklad Gaussovej-Newtonovej metédy (metdda linearizacie), ktora ma oproti inym
metédam nelinedrneho odhadu urcité prednosti, o ktorych sa zmienime na zaver.

Aproximaén funkciu F* (deterministickt ¢ast’ modelu) méZeme pouzitim Taylorovho line-

arneho rozvoja zapisat’ v tomto tvare

*
~0 oF * ~0

FY iy piy 3o p) R F (1 P2 ) 5 (P = )
T Ly )
ap2 apk

Ked' vypoéitame uvedeny vyraz pre hodnoty v kaZdom x; a odpocitame f; od oboch stran

uvedenej rovnice, ziskame vztah medzi r; a R;. Ozna¢me

OFF <8F*>
ap; ap;g x:x,-,p;:ﬁgl

potom moZeme ziskany vysledok [@#7) zapisat’ v tvare

or” I

E* (i pi, P3Pl — fim B B P3P0 — fitg e (pi = )
1
i R; (48)
OF , F .
+ * - + ---+ * - s
op; P2~ P2) apr Pk~ i)

d’alej oznaéme

Q n 1,2 n R +aFi*A N +a i*A 2
= E ;= E i " 1 k
i—1 i=1 Py $ op y

*
k

~
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Pre odhad koeficientov p; metédou najmensich stvorcov plati Q = min. Vypocitame teda
derivacie pre Q(Apy, ... Apk)

2Q 1 oF; oD
=2 R; LA = 4
aAP} Z [ + op; Ipi P } aAP/ - @)
kde D = %Apl +...+ S%Apk je aplny diferencial funkcie F*.

Dosadenim grg = gi: do lb a nasobenim kazdého ¢lena v zatvorke uvedenym ¢lenom
]

]
ziskame rovnicu v tvare

O o, OF 9F; | OF 9F;

1

Apel,j=12,...,k
aAp] Zi[ap] oo P gy pk] ]

a upravou do maticového tvaru dostaneme

OF; OF! 0 OF OF OF
A —Y -4 R;
Lima (3P1> Yia apr g T =1 opr ay 1 L ;R
2
OFF OFF —y [ OF OF* OF OF
Yt ap2 apl Y1 (apl;) S Y 3Pz apk Ap> T ). %Ri
* 2
0 OF OF <y OF OF u  [9F oF;
_2 =1 3p; p} Li= ppop; Li=1 <3P]i) i _Apk_ __Z TPZR’_

Riesenim tejto ststavy dostaneme pre vhodne zvolené zadiatoéné hodnoty p9, f)g, )
hodnoty Ap;. RieSenie opakujeme pre nové zaciatotné hodnoty Pl = p0+Ap1, pi = P9+
+Ap2, ..., i = PR+Api dovtedy, dokedy neziskame dostatocne presné |Ap;| < ¢, kde ¢ je

zvolena presnost’

Vyhodou Gaussovej-Newtonovej metddy je jej vypoctova jednoduchost’ a efektivnost’ V ite-
ra¢nom procese ide o postupnost’ linearnych odhadov s ¢im stvisi aj moznost’ vyuZit’ sta-
tistické testy aplikované na linedrne modely. KedZe sa pri kaZdej iteracii vykonava linearny
odhad, moZeme pouzit’ Standardné Statistiky na overenie linearizovaného modelu (F-test,
t—test, index determinacie, x test atd’.).

Poznamky k nelinearnej regresii

o Prilinearnej regresii existuje jediné minimum pre vahovand sumu $tvorcov odchylok,
av8ak pri nelinedrnej regresii spravidla existuje niekolko lokdlnych minim pre rozne p;.
Do ktorého minima metéda konverguje ur¢uje volba za¢iatoénych hodnot ﬁ?. Navyse
hlavné, globdlne minimum nemusi znamenat’ ,fyzikalne spravne” rieSenie.

e V pripade, ked modelova funkcia obsahuje vela parametrov, existuje spravidla aj vela
lokdlnych minim v sume $tvorcov odchylok. V takomto pripade metéda zle konverguje
alebo ziskané hodnoty parametrov ,citlivo” zévisia od volby zadiatoénych hodnét.
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Preto je pouZitelny pocet parametrov obmedzeny a zavisi hlavne od neistét v nameranych
udajoch. Nepresnym meranim (body st velmi ,,rozhadzané”) nie je mozné prelozit’ krivku.

.....

zohrdva doleZitil iilohu numerickd presnost’ pocitaca. Preto je potrebné najma pri rozsiahlej-
Sich siboroch tdajov modelovi funkciu, parametre a namerané data normovat’ tak, aby
sa prilis neli&ili od radu 10°. Priklad normovania dat v prostredi programu MATLAB:
sdata=(xdata-mean(xdata)) ./std(xdata)

2.5 x? test kvality fitovania

Pri opise metddy najmensich Stvorcov sme mlcky obisli otdzku vplyvu chyb merania na
charakter a parametre (koeficienty) ur¢ovanej analytickej zavislosti. Krdtko sa zmienime
o tom, akt novt informdaciu mdéZeme ziskat, ked vezmeme do tvahy Standardné (stredné
kvadratické) chyby experimentalnych dat. Predpokladajme, Ze mame k dispozici n dvojic
meranych hodnét (x;, f;), pri¢om chyba veli¢iny x; je zanedbatelne mala a chyba merania

veli¢iny f; je zndma, rovnd sa 0f,.

Optimalny postup pre data s normalnou distribtciou Sumu je taky, ktory hladd minimum
kriteridlnej (icelovej) funkcie metédy najmensich Stvorcov, t. j. vahovanej sumy Stvorcov
rezidui alebo aspor prostej rezidualnej sumy

X2:i<ri>2:i(]—“*(xi,;ﬁl,...,ﬁk)_fif/ (50)

i=1 \Yfi i=1 i
kde 07, je chyba merania veli¢iny f v bode i. Tento vyraz sa vola funkcia x kvadrit (chi kvadrat,

X?) a metéda najmensich $tvorcov, v ktorej sa aproximécia dat vykonava so zapoditanim
chyb merani sa vola metéda x kvadrit. Poznamenajme, Ze x? je opét’ funkcia diskrétnej
premennej a prispevok jednotlivych ¢lenov (rozdielov teoretickych a meranych dat) je tym

-----

e ked nepozname chyby ¢y, neméZeme vyslovit’ Ziaden zaver ohladne kvality fitovania.

Vo véetkych pripadoch x? sltzi, ako indikator zhody medzi experimentalnymi a ocakava-
nymi hodnotami nejakej premenne;j. Pri dobrej zhode bude x? stuptia #, pri zlej zhode bude
omnoho vicsie ako n. Kritérium mozeme pouZit'len v tom pripade, ked pozname o¢akavané
hodnoty a standardnt chybu. Pozrime sa na tato tlohu trochu podrobnejsie.

Pre jednoduchost’ budeme predpokladat, zZe vSetky merania st zataZené rovnakymi Stan-
dardnymi chybami oy. Potom oy, = 0y (pozri vztahy (39| a @[) a v menovateloch sumy
vyrazu bude vystupovat’ pre vSetky merania rovnaké oy. Po derivovani vztahu (50) za
ucelom hladania koeficientov polynému dostaneme tu ista sustavu rovnic, ako v metode
najmensich $tvorcov. KedZe do sustavy rovnic vstupuju tie isté experimentélne déta, potom
prirodzene ziskame aj rovnaké parametre (koeficienty). Je teda na mieste otazka, akii novua
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informéaciu nam da pouzitie znamych hodnot oy, ktoré nie st obsiahnuté vo vypocitanych

rozmerna veli¢ina, ktora sa, ako vidime, rovna sume $tvorcov odchylok experimentalnych
bodov od teoretickej (optimélnej) krivky v nasobkoch $tandardnej chyby oy,

Podmienka ,fitovatelnosti” détje splnend, ked'je pocet k hladanych parametrov rovny alebo
mensi ako pocet nameranych bodov n. Predpokladame vsak, Ze v mnohych pripadoch je
splneny taky scendr experimentu, v ktorom n > k. Zdravy rozum nam hovori, Ze ked ma
byt’ fitovanie dobré, rozdiely r; by mali spliiat’ rovnicu

ri = lyi — f(xi)| = o, (51)

Jetolen ,hruba” indikacia, ale vzdy je lepsia, ako letmy prelet o¢ami , pozdiz krivky*”'°|Ked’
nase kritérium dosadime do rovnice dostaneme

X~ . (52)

Cim viac parametrov bude mat’ modelova funkcia pouZita na fitovanie, tym tesnejie bude
fitovand krivka sledovat’ namerané déta. Fitovanie budeme teda pokladat’ za dobré, ked’
k = n. Tento predpoklad nas vedie k tomu, aby sme aj s prihliadnutim na poziadavku
vyslovent v tivode tejto asti, Ze modelova funkcia F*(x;, p;) je tym hodnotnejsia, ¢im ma
menej parametrov, prijali praktické pravidlo pre dobryj vysledok fitovania v tvare

x> ~n—k, (53)

ktoré bude platit’ pre jednu sériu merani. Keby sme mohli zopakovat’ naSe merania neko-
ne¢ne mnoho réz a po kazdej sérii vypocitat’ x2, potom by sa jej stredna hodnota rovnala
n—k.
NajcastejSie mozu nastat’ dva pripady:

(a) ked bude x* > n — k nemdzeme vybrant modelovt funkciu F*(x;, pj) pouZit’ na

fitovanie nakolko oy, st pre fiu ,,prili§ malé”,
1

(b) ked x> < n — k fitovanie pokladdme za velmi dobré, mdZzeme sa domnievat,, Ze 0y, st
pre dantt modelovu funkciu ,dostato¢ne velké”.

Vztah modZeme previest' na vhodneji tvar, ked zavedieme redukovanii hodnotu x* (alebo

X2 na stupeti volnosti), pre ktord plati

2

=2 X
= ) 4
X“=_" (54)
KedZe podla ofakdvame hodnotu n — k, ma byt splnena rovnost’
=1 (55)

16Garcia (2000) vola tento pristup eye-balling a Press (1992) chi-by-eye.
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Nase predchéadzajuce kritéria (a) a (b) teda moZzeme vyslovit’' v takomto zneni: ked' ziskame
pre X2 hodnotu rovnd radovo jednotke alebo menej ako jedna, potom nemame dovod

nepravdepodobné, Ze nas model je spravny.

Na rozdiel od predchadzajticeho pristupu méZzeme pouzit’ x? statistiku s prihliadnutim na
Statistické vlastnosti dat, ktoré budeme aproximovat’danou krivkouE]V kratkosti uvedieme
zékladné myslienky tohoto pristupu.

Ako sme to uz spomenuli v ivode tejto Casti, predpokladame, Ze chyba meranej premennej f

je ndhodna veli¢ina z normélneho rozdelenia stiboru. Za tohto predpokladu st aj jednot-

2

livé r; nezéavislé s normalnym rozdelenim, s nulovou strednou hodnotou a disperziou 7.

Potom sa suma $tvorcov zapisana v tvare riadi distribu¢nym zdkonom zndmym pod
menom x? rozdelenie (rozdelenie chi na druht) s m stupfiom volnosti. Pod stuptiom volnosti
rozumieme pocet nameranych bodov n zniZeny o pocet parametrov k (volnych koeficien-
tov): m = n — k[T

Integral typu
PO 2 8) = [ fulx)dx, (56)
X6

alebo jednoducho P(x?), kde f,,(x*>=x) je hustota rozdelenia pravdepodobnosti pre rozne
stupne volnosti, dovoluje vypoditat’ kritické x3 pre troveti P(x? = x3). Tieto hodnoty su
¢asto vo forme tabuliek sticastou priruciek a ucebnic Statistiky, alebo st dostupné ako sua-
Cast’ Statistického softvéru, napr. program R. Na objasnenie uvedieme priklad, ako pouZit’
tabulku P(x?). Predpokladdme, Ze mame stibor 20 merani. Experimentalne data zamyslame
interpretovat’ linedrnou zavislostou y = a + bx, pre ktort vycislime parametre a a b. V tomto
pripade sa pocet stuptiov volnosti rovna m =20 — 2 = 18. Dalej predpokladajme, Ze vypoctom
podla vztahu (50) sme ziskali hodnotu x*>=9. Z tabul'ky pre P(x?) zistime, Ze pri m =18
stuptioch volnosti je pravdepodobnost’ ziskat’ x> = 9 rovna ~ 95 %. Odchylka nameranych
udajov od oc¢akavanej linearnej zavislosti je v tomto pripade nepodstatna. Keby sme ziskali
vysledok XZ =28,z tabul'ky zistime, Ze takato a va¢siu hodnotu mdzeme ocakavat’ v asi 5 %
pripadov. Model linedrnej zavislosti nemusime zamietnut, ale méZeme o fiom pochybovat’
Prirodzene za takychto okolnosti zopakujeme experiment, aby sme ziskali nové data alebo
pouZijeme int modelovi funkciu. V pripade, ked' je x> = 42 (pravdepodobnost’ =~ 0,1 %)
potvrdi sa, Ze preverovana hypotéza je isto nespravna (dané body nemozZeme aproximovat’

17 Ako priklad ndm méze posltzit’ meranie elektrického vykonu na rezistore. Prd I prechadzajuci rezistorom
sa riadi normalnym rozdelenim, ale vykon P sa nemoéZe riadit’ normalnym rozdelenim pretoZze normaélne roz-
delenie pripusta vyskyt akejkolvek redlnej (teda aj zapornej) hodnoty ndhodnej premennej. Vykon elektrického
pradu musi mat’ také rozdelenie, v ktorom plati f(x) = 0 pre x < 0. V tomto pripade ide o rozdelenie odvo-
dené z rozdelenia x2. Takéto rozdelenie ma veli¢ina, ktord je su¢tom n kvadratov nezavislych premennych so
Standardnym normalnym rozdelenim.

18Ked’ sa chyby meranych hodnét f; neriadia normalnym rozdelenim, tloha sa stéva este zloZitejsou. Na jej
rieSenie sa pouziva metdda, ktora sa vola Metdda najviicsej hodnovernosti.
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linedrnou zéavislostou). Na podrobnejSie obozndmenie sa s danou problematikou odporu-
Came Citatelovi $pecializovand literattiru, napr. (PRESS ET AL, [1992; RIECANOVA A KOL.,[1987;
7ZVARA A STEPAN, [2001).

Tabulka 2: Niektoré kritické hodnoty rozdelenia 2. Uvedené st hodnoty pravdepodobnosti P pre x> > x3 pri
m stuptioch volnosti

p
m 0,99 0,98 0,95 0,9 0,05 0,001
4 0,3 04 0,7 1,1 9,5 18,5
5 0,6 0,8 1,1 1,6 11,1 20,5
6 0,9 11 1,6 2,2 12,6 22,5
7 1,2 1,6 2,2 2,8 14,1 24,3
8 1,6 2,0 2,7 3,5 15,5 26,1
9 2,1 2,5 3,3 4,2 16,9 27,9
10 2,6 3,1 39 4,9 18,3 29,6
11 3,1 3,6 4,6 5,6 19,7 31,3
12 3,6 4,2 5,2 6,3 21,0 32,9
13 4,1 4,8 59 7,0 22,4 34,5
14 4,7 54 6,6 7,8 23,7 36,1
15 5,2 6,0 7,3 8,5 25,0 37,7
16 58 6,6 8,0 9,3 26,3 39,2
17 6,4 7,3 8,7 10,1 27,6 40,8
18 7,0 79 94 10,9 28,9 42,3
19 7,6 8,6 10,1 11,6 30,1 43,8
20 8,3 9,2 10,8 12,4 31,4 45,3
21 8,9 9,9 11,6 13,2 32,7 46,8
22 9,5 10,6 12,3 14,0 33,9 48,3
23 10,2 11,3 13,1 14,8 35,2 49,7
24 10,9 12,0 13,8 15,7 36,4 51,2

2.6 Vyber modelu

Pri konstrukcii regresného modelu je obvykle naSou snahou minimalizovat’ variabilitu vy-
sledku. ZniZenie variability (numericky vyjadrenej najcastejSie pomocou smerodajnej od-
chylky, intervalu spolahlivosti alebo neistoty) znamend zvysenie presnosti. MoZe pritom ist’
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o presnost’ napr. regresnych koeficientov (parametrov), predikciu, limity detekcie a pod.

Najcastejsie pouzivané veli¢iny (Statistiky) na vyjadrenie variability st:

e rezidualny rozptyl,
e smerodajna odchylka parametrov,

e interval spolahlivosti.

Vo vsetkych veli¢inach ma rozhodujtci vplyv pocet stupriov volnosti n — k. Rasttici pocet

parametrov regresného modelu prispieva k zniZeniu variability, teda k zvySeniu ,,presnosti”

regresného modelu. Ked' tato skuto¢nost’ nie je prevéazena vyrazne lep$im (tesnej$im) pre-

loZzenim dat, nema pridavanie dalsich parametrov (napr. zvy$ovanim stuptia polynému)

ziadny zmysel. Preto nemodZeme na hodnotenie regresie pouZit’ korelacny koeficient alebo koe-

ficient viacndsobnej korelacie, ktory pocet parametrov vobec neberie do tivahy. Na vyber

optimalneho modelu moZeme napr. pouzit’ niektoré z tychto kritérii:

e F —kritérium (max)

(SST — SSE)(n — k)
SSE(k—1) '

E = (57)

pri ktorom ma $tatistika F; Fisherove rozdelenie s [(k — 1), (n — k)] stupiiami volnosti,
kde SST= Y (f; — f)% SSE= Y.(f; — f)? a k je potet parametrov.

o Akaikeho informacné kritérium — AIC (min)

AIC = nln (SSHE) + 2k. (58)

o Index koreldcie Iy — charakterizuje silu (kvalitu) linearnej zavislosti, nadobtida hodnoty

z intervalu [0, 1].

/SST — SSE
L= T (59)

Ako sme to uz spomenuli, nevyhodou je, Ze zvySovanim poctu regresnych koeficientov
v modely (zavislosti), mdZeme dotlacit’ jeho hodnotu aZ k ¢islu 1.

e Index determindcie I4 — tento index penalizuje velky pocet koeficientov

Teda:

1. Z dvoch zavislosti s rovnakym poc¢tom regresnych koeficientov je vhodnejsia t4,

.....

.....
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2.7 Interpoldcia a extrapolacia
Interpolacia

Meranim uréime koneény pocet hodnoét xq, xy, ..., x, a im prisluchajace f(x1), f(x2), ...,
f(x,). Predpokladajme, Ze x; < x, < ... < x,,. Casto nés zaujima hodnota veli¢iny f pre ar-
gument x, ktory sa nezhoduje so Ziadnou z nameranych hodnot a lezi v intervale x; <x < x,.
Hodnotu funkcie f pre argument x odhadneme interpolaciou. Z formélneho hladiska expe-
riment poskytuje informaécie iba 0 hodnotéach funkcie v kone¢nom pocte bodov a o hodnote
funkcie v bode x, kde sme meranie nevykonali, nemdZeme tvrdit’ ni¢, ak nemame nejaké
dalsie informacie. Tym, Ze cez body (x1, f1), (x2, f2), --. , (Xn, fu) ,prelozime krivku”, na-
hradime kone¢né postupnosti (spojitou) funkciou. Cez namerané body moze prechadzat’
velmi vela roznych funkcii. Ak z tedrie pozname funkciu, ktord ma prechadzat’ cez na-
merané body, postupujeme podla predchadzajicej kapitoly. V opatnom pripade modZzeme
funkéna zéavislost’ medzi meranymi bodmi nahradit’ jednoduchymi funkciami, najcastejsie
linedrnou, kvadratickou, zriedkavejSie polynémom vyssieho stupiia. Hovorime o lineadrnej,
kvadratickej alebo polynomialnej interpolécii. Pri linedrnej interpolacii dostaneme ,,loment”
spojita funkciu, ktord vSak nema derivacie prave v meranych bodoch. Pri kvadratickej in-
terpolacii moZeme dostat’ ,,hladsiu” krivku, pri kubickej interpolacii a po ¢astiach kubickej
interpolacii (napr. kubické splajny) mdZeme dosiahnut’ spojitost’ derivacie atd. Je zrejmé, ze
¢im hustejSie budti body namerané, tym menej sa budu 1iSit" hodnoty ziskané interpolaciou
roznymi funkciami.

Naznacime postup pri interpolacii polynémom. Predpokladajme, Ze cez k 4+ 1 nameranych
bodov prechddza polyném k-teho stupiia, t. j., Ze plati

k .
fxi)=Y aix, i=12..,k+1 (61)
j=0

Dosadenim zndmych hodnoét x; a f; dostavame k + 1 linedrnych rovnic pre k + 1 neznamych
ao, a1, ... , . VyrieSenim stistavy tychto rovnic dostaneme koeficienty ay, ... , 4 a mdzeme
vypocitat’ hodnotu funkcie f(x) v Iubovolnom bode, ktory lezi mimo bodov x1, ..., X¢iq

k .
fx) =Y ax, x € (x1,x)
j=0

pre k=1 dostavame linearnu interpoléciu, pre k =2 kvadratickt, atd. Samozrejme, na vypo-
et koeficientov ag, a1, ... , a5 vyberieme tie experimentalne body, ktoré leZia v najblizSom

.....

Na prvy pohlad by sa zdalo, Ze zvySovanim stuptia polynému k sa zvysuje aj presnost’ inter-
polacie. V skuto¢nosti merané veli¢iny x; a f (x;) st zatazené neistotami, ktoré sa zvyraziuju
pri vypocte vysokych mocnin hodnét x; v (6I). Z tohto dovodu sa vo vélsine pripadov
uspokojime s interpolaciou nizkeho radu.
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Pozndmka:
Ked hodnoty f(x1), f(x2), f(x3), ... f(xn) boli ziskané experimentdlne a sii zatazené urcitymi
nezanedbatelnymi chybami, nie je spravidla vhodné metédu interpolicie aplikovat' Je dokdzané,
Ze za predpokladu normdlneho rozdelenia chyb merani s nulovou strednou hodnotou v kaZdom
uzlovom bode najhodnovernejsie vyjsledky dosiahneme metédou najmensich stvorcov. Uvedené
predpoklady sii zvycajne pri fyzikalnych alebo technickijch experimentoch splnené, preto je metoda
najmensich Stvorcov najpouZivanejSou metédou aproximdcie (vyhladenia sumu) experimentilne

ziskanijch dit.

Interpoldcia nameranych dat splajn—funkciou@

Interpolacia patri k beZnym operdciam pri spracovani nameranych tidajov, dovoli ur¢it’ pri-
blizntt hodnotu medzi dvoma susednymi bodmi nameranej zavislosti. Neprirodzeny prie-
beh mé takato interpola¢né funkcia v okoli nameranych bodov, v ktorych vytvara zdanlivé
lokélne extrémy. Na ru¢né vykreslenie zévislosti sa z tohto dévodu pouziva krivitko alebo
prekladanie bodov navizujiicimi kruZnicami.

Met6da bola nazvana podla pruzného pravitka — splajn — pouzivaného na vytvarenie zaoble-
nych (hladkych) tvarov lodi. Interpolacia splajn—funkciou, najcastejSie polynémom tretieho
stupnia, ma rad vyhod v porovnani s klasickou interpoldciou polynémom prechadzajicim
vSetkymi nameranymi bodmi (najmi niZ$ia krivost’ vzhladom na mensi rad polynému,

pri pouZziti kubického splajnu je vysledok blizky praktickej interpolacii pomocou pruzného

pravitka).
Namerané hodnoty
Yn‘-4 fl/fZI-"/fi’l (62)
Y. ,IZ&»\_/ ’/,"—‘ P .
Y}/"‘" -~ ”XT. pre hodnoty nezévislej premennej
569 X1,X2,...,Xp (63)
X Az e X5, X % .. Xng chceme preloZit’ (opisat) optimélnou

interpola¢nou krivkou na kazdom
tseku (xj,xj_1) kubickej paraboly.
Predpokladajme, ze x; < x2 < ...xj-1 < xj < ...X; a ozname h; = x; — x;_1, pricom
hladame stibor polynémov tretieho stupnia, ktoré v intervale (x;_j, x;) interpoluju funkéné
hodnoty a v hrani¢nych bodoch na seba navézuja tak, Ze vytvéraja hladka krivku (Ciaru).
Néjdeny sabor polynémov nazyvame splajn, pri pouZiti polynémov tretieho stupnia kubicky

Problém s hodnotami vypoéitanymi na zaklade linedrnej interpolacie je, Ze prva derivacia linearne interpo-
lovanej funkcie nie je spojita. Pri rieSeni dlohy, kde zaleZi na tom, aby sme z interpolovanych hodnoét dostali
funkciu so spojitou prvou derivaciou, musime pouZit, napr. splajnové metddy vyhladzovania.
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splajn, ktory ma pre praktické vyhodnocovanie merani najvacsi vyznam. Podmienkou hlad-
kosti krivky v hrani¢nych bodoch je spojitost, vratane spojitosti derivacii az do N — 1 radu
(N je stupent polynému), ¢ize pre kubicky splajn je potrebné zaistit’ spojitost” aj pre druha

derivaciu. V intervale (x;_1, ;) mdZeme interpola¢ny polyném zapisat’ v tvare

Si(x) = ao+a1(x — xj_1) + az(x — xj1)* + a3(x — xj1)° (64)
prej = 2,3,...n. Koeficienty takého polynému v intervale (x1, x,)

agp,dy,...,dy, (65)
sa dajui jednoznacne urcit’ zo ststavy linearnych algebraickych rovnic

aox]N + alx}\]’1 +.oFag1xit+ag = fj (66)

prej =0,1,2,...,n. Determinat stistavy je Wandermondov determinant, o ktorom je zname,
Ze je nenulovy pre navzajom rozne uzly (63). Stistava ma teda préave jedno riedenie (65).

Extrapolacia

Ak z meraného priebehu funkcie odhadujeme hodnotu f(x) v bode x, ktory lezi mimo
intervalu nameranych hodnot, hovorime o extrapoldcii. Pri extrapolacii mdZeme pouZit’ nu-
merické metddy ako pri interpolacii. Treba vSak mat’ vZdy na zreteli, Ze pri extrapolacii
musime byt omnoho opatrnejsi ako pri interpolécii, hlavne ak x je daleko od meraného
intervalu. Pokial je moZné, snazime sa nahradit’ extrapolaciu interpoléciou, t. j. meranim
obsiahnut’ ¢o najvacsi interval hodnoét x;. Mimo meraného intervalu mézu mat’ podstatny
vplyv nové fyzikélne javy, ktoré sa neprejavia v meranom intervale. Napr. pri merani tep-
lotnej zavislosti elektrického odporu vodica v intervale teplot od 10 °C do 40 °C namerdme
linedrnu zavislost” a extrapolujeme ju do 100 °C, pricom dodatoénym meranim zistime, Ze

vodic¢ sa roztopil pri teplote 80 °C, takZe extrapolacia nad 80 °C je nepripustna.

Numerické metédy uvedené v tejto Casti st zakladnymi metédami, ktoré si kazdy expe-
rimentator, skor ¢i neskor bude niteny osvojit’ a zacat” pouZzivat. S rozvojom vypoctovej
techniky, programovacich met6d a aplika¢ného softvéru sa rychlo rozsirili do mnohych ob-
lasti prirodnych vied a techniky. V nasledujicich dvoch kapitolach citatelovi predstavime
dva programy, ktoré umoziujt lahké a flexibilné pouzivanie uvedenych met6d na nume-
rické spracovnie experimentalnych dat a vysledky ulozit’ do kvalitného grafického vystupu
v elektronickej alebo tlacenej podobe.
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QtiPlot je vykonny programovy balik, ktory poskytuje ako jednoduché tak aj vel'mi zlozité
nastroje na analyzu dat a na kreslenie grafov. V tejto u¢ebnej pomdcke sa budeme venovat’
opisu verzie QtiPlot 0.8.5 v prostredi OS GNU/Linux distribticie UBUNTU 6.06. Domov-
ska internetova strdnka programu je na URL adrese http://soft.proindependent.com/
qtiplot.html odkial sa da program stiahnut’ Na pracu v QtiPlote existuju dva druhy okien

(pracovnych prostredi):
e tabulkové
e a grafické.

Tabulkové okno zobrazuje data potrebné na tvorbu grafu. V grafickom okne je vyobrazeny
graf. Podla toho, ktoré z okien je aktivne, tabulkové alebo grafické, meni sa obsah hlavnej
ponuky. V tejto kapitole opiSeme obe hlavné ponuky a bude uvedeny jednoduchy priklad
na tvorbu grafu. Vzhladom na rozsah mozZnosti, ktoré poskytuje QtiPlot, budeme sa veno-
vat’ len tym funkcidam a ponukdm QtiPlotu, ktoré sa potrebné na numerické spracovanie

experimentalnych dat a ich graficka prezentaciu.

3.1 Ovladacie moZnosti programu QtiPlot

Otvorenie QtiPlotu sa da uskuto¢nit’ troma spdsobmi:
e kliknutie na ikonu QtiPlot na pracovnej ploche,
e Menu — Skola hrou — Mathematics — kliknutie na QtiPlot,
o z prikazového riadka X terminélu prikazom qtiplot.

Pri prvom &itani tejto kapitoly moze ditatel, ktory sa chee rychlo oboznamit’ s pouZivanim
programu, ¢ast'3.1] preskocit’ a pokracovat’ v ¢itani ¢astou 8.2 na strane 47

Na obrazovke sa zobrazi tabulkové okno s prislusnymi ponukami a ovladacimi prvkami (ob-
razok [§). Zatvorenie QtiPlotu sa vykona cez zalozku File a potom Quit alebo stla¢enim kl4-
vesov Ctrl 4 Q (pripadne Alt + F4).

3.1.1 Menu tabulkového okna

Po vyvolani QtiPlotu sa na obrazovke zobrazi okno s menom projektu UNTITLED (obrazok(8).
Ako to vidiet’ na obrazku, ide o tabulkové okno. Hlavné menu obsahuje tieto polozky:

File Edit View Plot Analysis Tools Window Help
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QtiPlot - untitled
File Edit Wiew Plot Analysis Iable Windows Help

B s = 2wk 28 Q8 ¢ 1wl rEFEGasN @POE NL

1
2
3
4
5
6
7
8
9
1

=l

B R UNTITLED Name Type WView Size Created Label

[Atablel Table Normal 0.0 kB 01.10.2006 18:56:46

Pr

Obrazok 8: Tabulkové okno programu QtiPlot

V dalom stru¢ne opiSeme tie polozky, ktoré st potrebné na zakladné zoznamenie sa s moz-

nostami QtiPlotu.

File

New vytvorenie nového projektu

Open otvorenie stiboru s priponou .qti,
editacia uz vytvoreného projektu

Recent Projects ~ zoznam piatich naposledy otvorenych
projektov

Open image file  importovanie obrazku (jpg, bmp, gif, png a iné)
do QtiPlot projektu

Import image ... importovanie obrazkového stiboru a konver-
tovanie intenzity obr. do maticovej tabulky

Save Project uloZenie dokumentu pod poévodnym menom

Save Project as  uloZenie dokumentu pod novym menom
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Open Template  otvorenie uloZenej S8ablény 2D grafu, 3D grafu,

tabulky a matice

Save as Template uloZenie Sablony aktudlneho objektu

Print vytlacenie aktivneho grafu

Print All Plots vytlacenie vSetkych grafov projektu

Export ASCII exportovanie ASCII datového stiboru z tabul'ky

Import ASCII importovanie stiboru ASCII s priponou .dat

Quit ukoncenie prace s programom QtiPlot

Edit

Undo zru$i posledny vykonany krok

Redo vrati posledny vykonany krok

Cut selection vybratie vyznacenej oblasti

Copy selection skopirovanie vyznacenej oblasti

Paste selection vloZenie skopirovanej oblasti

Delete selection zmazanie vyznalenej Casti dat (aj celého stip-
ca, ak je vyznaceny)

Delete fit tables vymazanie obsahu tabulky s hodnotami na
vykreslenie fitovanej funkcie, zmizne aj graf
vytvoreny z tychto dat

Clear log information  vymazanie obsahu log stiboru s informéciami
o vysledkoch fitovania

Plot

Line
Scatter
Line + Symbol

Special Line/Symbol

Columns

Rows

Area

Pie

Vectors XYXY

pospéjanie bodov do jednej lomenej iary
bodovy graf

¢iarovy graf s vyznacenymi bodmi

zvislé ¢iary alebo ,,schodiky”, splajnova ¢iara
stipcovy graf, zvislé stipce

stipcovy graf, ale stlpce sti vodorovné

graf s vyfarbenou plochou pod ¢iarou grafu
kolacovy graf

vytvorenie vektorového grafu,

prvé dva stlpce musia obsahovat’ hodnoty

zaliato¢nych stradnic vektora a posledné dva
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Analysis

Table

Vectors XYAM

Statistical Graphs
Panel
Plot 3D

Statistics on Columns
Statistics on Rows
Sort Columns

Sort Table

Normalize

FFT ...

Correlate

Convolute

Deconvolute

Non-linear Curve Fit

Set columns as

Column Option ...

Set Column Value ...

Fill Column with

koncové saradnice vektora

vytvorenie vektorového grafu,

prvé dva stipce musia obsahovat’ hodnoty
zaciato¢nych stradnic vektora a posledné dva
uhol (v radianoch) a amplitadu vektora
Statistické grafy

viac grafov v jednom okne

trojdimenzionalne grafy

Statistické vyhodnotenie dat v stlpci
Statistické vyhodnotenie dét v riadku
usporiadanie dét v stfpci

usporiadanie dat v celej tabulke
normalizovanie dat v stipci alebo vo vietkych
stipcoch tabul’ky

analyza dat v tabulke rychlou Fourierovou
transforméciou

vypocet korelacie dat dvoch vybranych
stipcov tabul'ky

vypocet konvolacie dat z dvoch vybranych
stipcov tabul’ky, prvy reprezentuje signél

a druhy funkciu

vypocet dekonvoldcie dét z dvoch vybranych
stipcov tabul'ky, prvy reprezentuje signal

a druhy funkciu

nelinedrna aproximacia dat vybraného stlpca

tabulky (nesmu tvorit’ priamu timernost’)

nastavenie dat v stfpci (X,Y, Z, nenastavené)
nastavenie vlastnosti stipca (pocet riadkov,
typ dat, format ¢isiel a pod.)

matematické operécie s datami v stlpci

vyplnenie stipca tabul'ky vzostupnymi



44 Kapitola 3

alebo ndhodnymi ¢islami
Add column pridanie nového stfpca do tabulky
Columns ... pridanie stipcov do tabulky,
nastavenie po¢tu stfpcov v tabulke
Rows ... pridanie riadkov do tabulky,
nastavenie poctu riadkov v tabulke

Convet to matrix konverzia dat v tabulke do maticového tvaru

Po konverzii tabulky do maticového tvaru v hlavnom menu pribudn polozky 3D a Matrix.
V poloZzke Matrix najdeme prikazy na vytvorenie transponovanej a inverznej matice, vypocet
determinantu $tvorcovej matice, tpravu dat vo vytvorenej maticovej tabulke a konverziu

maticovej tabulky na XY tabulku.

3.1.2 Menu grafického okna

Po vykresleni grafu z tabulkovych d4t sa zmeni hlavné menu a namiesto poloZiek Plot a Table

budt Graph a Format a pribudne este polozka Data (obrazok[9).

QtiPlo 0 0 oxbo S
File Edit View Graph Data Analysis Format Windows Help
[dmeRhs cE0R 5k 26 (D] 5e sme Ltk bl v EhEAe+ 00 726
s | LY T Ay Y Y Y AR

NIST/StRD/NLS Page/BoxBOD Dataset

LO@N OO AW =
Y Axis (arb. units)
>
o
T

N
o
T

o
o
T

| L | L |
0 2 4 6 8 10
X Axis (arb. units)

[o]
o

2R boxbod Type View Size Created Label
Table Normal 0.0 kB 10.09.2006 14:24:22
FElgraphl Plot  Normal 0.0 kB 10.09,2006 14:05:02
MBtablel Table Normal 0.0 kB 10.09.2006 14:04:18

Obrazok 9: Grafické okno programu QtiPlot
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V dal3ej asti uvedieme ponuky, ktoré budeme potrebovat’ na vytvorenie grafu a numericku

analyzu dat.

Graph

Data

Add/Remove Curve . ..
Add Error Bars
Add Function ...

New Legend
Add Text

Draw Arrow/Line
Add time stamp
Add Image

Add Layer
Remove Layer

Arrange Layers

Disable tools
Zoom

Rescale to show all
Data reader

Select data range

Screen reader

Move data Points ...

Remove Bad Data Points . ..

pridanie/odobratie krivky do/z grafu
zobrazenie chyby nameranych dét dseckami
pridanie uzivatelom definovanej funkcie
pridanie legendy (obnovenie vymazane;j)
pridanie I'ubovolného textu (po kliknuti na
graf sa otvori okno na editovanie textu)
pridanie Sipky alebo tisecky so sipkou
pridanie datumu a ¢asu

pridanie obrazka (jpg, bmp, gif, png a iné)
pridanie nového grafu do grafického okna
odobratie grafu z grafického okna

uprava grafov (pismo, tituly, popis osi, .. .)

zapnutie vSeobecného kurzora
zapnutie lupy

prekreslenie grafu do celého okna
kliknutim na bod sa otvori okno

Data display a zobrazia sa stiradnice
umozni kurzorom mysi alebo Sipkami
klavesnice vybrat’ urcity rozsah dat
Cita¢ stiradnic, otvori okno Data display
a nacita stradnice hociktorej pozicie

v okne grafu

umozni premiestnenie bodov grafu,
zmeny sa prejavia aj v tabulke
umozni odstranenie bodov z grafu,
y-ové hodnoty bodov sa vymazu

z tabulky



46

Kapitola 3

Analysis

Format

Translate

Differentiate
Integrate

Smooth

FFT filter

Interpolate ...

FFT ...

Fit Linear

Fit Polynomial ...

Fit Exponential Decay

Fit Exponential Growth ...

Fit Boltzmann (Sigmoidal)
Fit Gaussian
Fit Lorentzian

Fit Multi-peak

Non-linear Curve Fit ...

prekladanie dat vo vodorovnom

a zvislom smere

vypocet prvej derivacie z dat

numericky vypocet integralu
,vyhladenie” krivky metédou FFT filtra,
metddou pohyblivého priemeru

a Savitzkého-Golayovou metédou

rozne filtre (dolno a hornopriepustny,
pasmovy priepustny a blokovy)
interpolacia dat (linearna, kubicka

a Akimova)

inverzna a dopredna FFT

linedrna regresia

polynomicka regresia do 9. stupria
regresia exponencidlnou tlmenou krivkou
regresia exponencidlnou rastovou krivkou
regresia Boltzmannovou funkciou
regresia Gaussovou funkciou

regresia Lorentzovou funkciou

regresia na vyznacené maxima
Gaussovou alebo Lorentzovou funkciou
nelinedrna regresia Nelderovou-
-Meadovou simplexovou

a Levenbergovou-Marquardtovou
metddou, k dispozicii st zdkladné
matematické funkcie, sedem vsta-
vanych funkcii a je tu aj moZnost’

definovat’ vlastné funkcie

otvori sa okno so zalozkami s moznostami editovat’

rozsah, popis a format osi, formét mriezky a vSeobecné

otvori sa okno na editovanie grafickych vlastnosti krivky

Plot ...
vlastnosti grafu
Curves ...
Scales ... nastavenie rozsahu osi
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Axes . .. editovanie formétu osi
Grid ... editovanie formatu mriezky grafu
Title . .. editovanie ndzvu grafu

3.2 Priklady pouZitia programu

3.2.1 Zadavanie a import dat do tabulky

Zadanie vlastnych dat priamo do tabulky

Vo fyzikalnych, chemickych a inych laboratéridch ziskavame namerané hodnoty, ktoré po-
trebujeme vyhodnotit’ napr. Statistickymi metédami, vykonat’ regresnd analyzu réznymi
funkciami a vysledky chceme znézornit” ako ¢iary v grafoch. Prave na grafické zobrazenie
merani a ich vyhodnotenie s vyhodou mdzeme pouzit’ QtiPlot.

Graf vo v8eobecnosti chdpeme ako grafické zobrazenie funkcie y = f(x), pricom x je ne-
zavisle a y zavisle premennad veli¢ina. V tabulkovom okne (obrazok [8) vkladdame do stipca
1[X] nezévisle premennt a do stlpca 2[Y] a dalsich stipcov 3[Y], 4[Y] atd’. zavisle premenné.
Pocet premennych definujeme podla nasich poziadaviek, v pripade potreby vytvarame dal-
Sie stlpce prikazom Table — Add column alebo pravym klikom mysi v hlavitke tabulky
vyberieme z kontextového menu Add column.

Importovanie datoveho stiboru boxbod .dat

V tvode sme spomenuli, Ze funkcionalitu programu sme skts$ali ddtami z internetovej
stranky Narodného institatu standardov a technolégii Spojenych statov americkych (NIST,
2006). Stiahli sme si data z kolekcie pre nelinedrnu regresiu s nazvom BoxBOﬂ ktoré
st zaradené do kategérie s vysokou néro¢nostou na spracovanie. Tabulka bola uloZena
do déatového stboru s ndazvom boxbod.dat. Tento stibor teraz importujeme, postupnym
vyvolanim nasledovnych pontk File — Import ASCIl — Set import option, nastavime format
importovanych dat a potom vykoname import dat do tabulky, napr. z nastrojovej listy
kliknutim na ikonu

15
ER

Vyhladédme stibor boxbod . dat, po volbe sa tidaje prenest do tabulky, pozri obrazok[10]

V pripade potreby mozeme premenovat’ nazvy stlpcov tabulky. Klikneme 2x na poli¢ko

1[X], otvori sa okno s ndzvom Column option, v ktorom moZeme zmenit' nazov stlpca, pocet

20 http://www.itl.nist.gov/div898/strd/nls/nls_main.shtml
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siitablel s tablel
1[X] 2[Y] Time[X] 2[Y]

1 1 109 1 1.00 109
2 2 149 2 2.00 149
3 3 149 3 3.00 149
4 5 191 4 5.00 191
5 7 213 5 7.00 213
6 10 224 6 10.00 224

Obrazok 10: Tabulkové okno s importovanymi ~ Obrazok 11: Tabulkové okno s importovanymi
datami datami, premenovanym prvym stlpcom a zmenou
formatu dat

desatinnych miest &selnej hodnoty premennej v stipci, $irku stlpca, ndzov premennej a iné
parametre (obrazok[12). Vysledok upravy vidime na obrazku [T}

QtiPlot - Column options fal fae

Colurmn Name: ‘ ime

7

[ Enumerate all to the right Apply

—Options
Plot Designation: X (abscissae) -
Display MNurmeric -
Format: Decimal: 1000 -
Precision; 2 =
O Apply to all columns to the right

Column width: | 100 %= O Apply to all

Comment:

0.0/8

Obrazok 12: Moznosti formatovania tabulkového okna

3.2.2 Vytvorenie a tiprava grafu

Kliknutim do hlavi¢ky tabulky a tahom mysi (alebo stladenim klavesu Shift a sucasnym
pohybom klavesovych &ipok) vyznacime stipce zavisle a nezavisle premennej a z hlavného
menu zvolime Plot — Scatter. Vykreslia sa body do grafu s nazvom graph 1 (obrazok [13).
Graf by sme mohli nazvat’ ,surovym”. V tomto grafe je zobrazena legenda a v lavom
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& graphl M =] E3

24[} I I I | T T I | I I I I T T I T T
* tablel 2

220

200

180

160

Y Axis Title

140

120

|||||||||||||||||||||||||||
I B A A A B A A A A L

100 AN AN TR NN NN NN NN NN SN SN SO NN NN SR NN NN S R
4 6 8
X Axis Title

=
ra
=1
=

Obrazok 13: Zobrazenie dét tabulky z obrézku

hornom rohu grafického okna je okienko [1]. Pokial by sme nevyznaéili v datovej tabulke
nezavisle premennt, dvojklikom na toto okienko sa otvori dialégové okno Add/Remove
curves, v ktorom je ponuka presunutia tdajov z okienka Available data do okienka Graph
contents a potom kliknutim na polozku Plot Association ... si mo6Zeme vybrat’ nezavisle aj
zavisle premennd, ktoré chceme zobrazit’ v grafe.

Pomenovanie osi vykondme dvojklikom na jednotlivé osi grafu alebo z hlavného menu zvo-
lime Format — Plot ... — Axis a prevedieme pozadované tipravy. Dvojklikom do raméeka
s legendou v Tavom hornom rohu grafu sa otvori okno na editovanie legendy. Ak je to
potrebné urobime tpravy, zmeny sa prejavia klikom na polozku Apply. Ukoncenie editécie
potvrdime klikom na polozku OK alebo Cancel. ,Surovy” graf ma nazov Title, jeho preme-
novanie mdZzeme urobit’ dvojklikom mysi na tento nazov alebo z hlavného menu zvolime
Format — Title ..., otvori sa okno na editovanie textu, napiSeme novy nazov a premeno-
vanie potvrdime klikom na polozku Apply, pricom samozrejme moZeme pouZit’ aj pismo
s diakritikou, grécke pismend, symboly a pod., pozri obrazok (18| Editaciu ndzvu ukonc¢ime

klikom na poloZku OK alebo Cancel. Podobnym postupom zmenime aj ndzvy osi.
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Dvojklikom na lubovolny bod grafu méZeme zmenit’ tvar, farbu a velkost’ symbolov na
vykreslenie dat. V pripade, Ze v grafe mame hustu siet” kriviek aj s datami, odportca sa
toto editovanie vykonat’ z hlavného menu Format — Curves ... Opisané tpravy vidime na
obrazku[14

NIST/StRD/NLS Page/BoxBOD Dataset
240 T T T | T T T | T T T | T T T | T T T
®m  Data NIST/BoxBOD

220

200

—
o]
o

—
o
o

Amplitude (arb. u.)

140

120

PR TN N N T NN TSN T AN TN S AN AT S Y SO NS ... RN

100 ! ! I | I 1 I | 1 1 1 | I I I | I I I

o
M)
n
»
o
=)

Time (s)

Obrazok 14: Upraveny graf z obrézku

3.2.3 Nelinearna regresia pre stibor boxbod.dat

Aproximujme data zndzornené v grafe na obrazku (14 exponencidlnou zavislostou v tvare

y = all - exp(~bx)],
ktora je podla (NIST, [2006) modelovou funkciou pre tieto data. V hlavnom menu klikneme
na polozku Analysis — Non-linear Curve Fit ... a vyberieme ponuku User defined. Do lavého
dolného okna zapiSeme aproximaénti rovnicu a* (1-exp (-b*x)), do okienka Name vpiSeme
nazov funkcie, napr. boxbod, do okienka Parameters vpiSeme symboly a, b fitovanych pa-
rametrov oddelenych c¢iarkou a medzerou, potom kliknutim na polozku Save vytvorent
funkciu uloZime (objavi sa v zozname Function), pozri obrazok[15 Klikom mysi na prvok zo-
znamu z okna Category sa zobrazi v okne Function zoznam funkcii z danej kategoérie (vybrané
polozky sa podfarbia modrou farbou). Vyberieme si samozrejme ti nasu boxbod. V priprave
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na fitovanie pokrac¢ujeme zaSkrtnutim policka Fit with selected user function a potom kliknu-
tim na polozku Fit >>. Otvori sa ndm okno, v ktorom nastavime Startovacie hodnoty Initial
guesses, vyberieme algoritmus fitovania, rozsah nezavisle premennej, maximalny pocet ite-
récii a toleranciu na ukon&enie procesu (obrazok[16). Kliknutim na polozku Fit sa odstartuje
fitovanie a po jeho ukonceni sa na pracovnej ploche objavi tabulka Result Log s vysledkami,
pri¢om sa v grafe zobrazi regresna krivka (obrazok[17). Vysledky fitovania mozeme vloZit’

QtiPlot - Non-linear curve fit

QtiPlot - Non-linear curve fit

Category Function Expresion
= Curve |tab|53 2 -
User deined (L-oxpom) -
Built-in line Function boxbod(x, a, b)
Basic a*(1-exp(-b*x))
Plugins
Parameter  Walue Constant
1 = 1000
Initial guesses 2 b | omD
[ Fit with selected user function
Mame | Algorithm |Sca\ed Levenberg-Marguardt -
Parameters | Remove Color |-red h
From x= |1 lterations | 1000 =
l:l To x= 10 Tolerance |1e-4
|<< Edit functi0n| |Qe|ete Fit Curves| | Fit | | Cancel |
| |

Obrazok 15: Okno na definovanie fitovacej funk- ~ Obrdzok 16: Okno na definovanie pozadaviek fi-
cie pre data boxbod .dat tovania pre data boxbod.dat

do pola grafu kopirovanim tabulky cez schranku, pri¢om moézeme pouZit’ postup na edito-
vanie a vkladanie textu do plochy grafu Graph — Add text. Vysledok vidime zndzorneny na
obrézku a uvadzame tu aj tabulku vysledkov:

16.09.2006 00:08:27 Fitl:

Non-linear fit of table3_2,

using function boxbod(x, a, b)=ax(l-exp(-b*x))

Scaled Levenberg-Marquardt algorithm with tolerance = 0.0001
From x=1 to x=10

a=213.811069200896 +/- 0.723006

b=0.547218222427426 +/- 0.00611864

Chi~2/doF = 292.002

Iterations = 7

Status = success

Vypis nas informuje o datume a Case fitovania, Ze toto fitovanie tdajov z tabulky table3_2
funkciou boxbod je prvé v tomto projekte, urobené nelinedrnou metédou pouzitim Levenbergovho-
-Marquardtovho algoritmu s toleranciou 0.0001. Dalej sa uvadza rozsah nezéavisle premen-
nej x, fitované parametre a a b so Standardnymi neistotami, hodnota X2, pocet iteracii a na-

pokon hlasenie, Ze proces fitovania bol ukonceny tispesne.
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& QtiPlat - /home/laco/kega/qti/boxbod_priruc.qti
File Edit View Graph Data Analysis Format Windows Help
Blsh SEEE sk 28 e smeBLt ki qE shde+s-9a T -00
s AR eSS 1 3 tiPlot - Non-inear curve fit
& 16.09.2006 00:08:27 Fitl:
Non-linear fit of table3_2, using function boxbod(x, a, b)=a*(1-exp(-bx)) Curve [tables_2 =
Scaled Levenberg-Marquardt algorithm with tolerance = 0.0001 FumEiisn sl o, 5]
From x=1to x=10
3.811058200896 +/- 0.723006 a*(1-exp(-b*x))
547218222427426 +/- 0.00611864
Parameter Value Constant
1 a 213.811069200896 (]
2 |b [ osarzieazzazrazen
NIST/StRD)
240
1.00 109! Initial guesses
2.00 149 220
200~
Ei
£ 180
s
3 160
£}
£ . .
s
E
< Algorithm \Sm\ed Levenberg-Marquardt -
Color [ —red B
-
Fromx= [1 tterations [1000 n
. . . . . . Tox= [10 Tolerance [1e-4
2
[ <<Edit function | [ pelete Fit curves | [ Eit [ cancel
Name Type View Size Created
EFit 1 Table Normal 0.0 kB 16.09.2006 00:08:27 Non-linear fit of table3_2
2 gr Plot  Normal 0.0 kB 15.09.2006 21:37:53
EBtable3 Table Normal 0.0 kB 15.09.2006 21:37:48 fhome/laco/kega/qti/boxbod.dat

Obrazok 17: Hlasenie programu o ukonéeni a o vysledkoch fitovania

VYSLEDOK NUMERICKEHO SPRACOVANIA
Zdroj dat: http://www.itl.nist.gov/div898/strd/nls/nls_main.shtml

240F T T T |
r = Data NIST/BoxBOD 7

R i | |
oo | Fitl_2 "

200 N

—
o]
o
T
1

16.09.2006 00:08:27
m Fitl: B
Non-linear fit of table3_2, using function boxbod(x, a, b)=a*(1-exp(-b*x)]
Scaled Levenberg-Marquardt algorithm with telerance = 0.0001
From x=1to x=10
a=2132.811069200896 +/- 0.723006 -
b=0.547218222427426 +/- 0.00611864 7

Amplitada (Fub. jed.)
> o
o o
T T
I

s

N

o
T

100

Iterations = 7 bt
Status = success

80 C L | | L | | L L L F
0 2 4 6 8 10
Cas (s)

Obrazok 18: Nelinearna regresia dat BoxBOD exponencialnou funkciou
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3.2.4 Linedrna regresia funkciou y = ax

V kratkosti eSte opiSeme postup linedrnej regresie modelovou funkciou
y = ax,

ktorti pouZijeme na fitovanie dat Nolntl z kolekcie pre linedrnu regresiu uz spomenutého
institatu NIST V polozke Analysis mame sice ponuku Fit Linear pre modelovou
funkciou y = a + bx, ale akosi jej chyba moZnost’ rie$it’ pripad, ked’ parameter a = 0. Po-
mozeme si teda definovanim vlastnej funkcie y = a*x, ktortt nazveme line. Zopakujeme
postup, ktory sme pouzili v predoslom priklade nelinearnej regresie, vysledok vidime na
obrézkoch (19 a 20} Startovaciu hodnotu parametra a nachdme implicitnt 2 = 1 a taktieZ
algoritmus fitovania ponechame bez zmeny. Jediné ¢o zmenime je zaciato¢na hodnota ne-
zavisle premennej, ktorti nastavime na hodnotu 0, aby sa graf zobrazil tak, ako ten, ktory
je na WWW stranke institatu NIST. Graficky vysledok nie je ,osliiujici”, trochu ho upra-
vime, aby bolo jasné, Ze zavislost’ mé rozsah v oboch smeroch osi od 0. Z hlavného menu
vyberieme poloZku Format — Axes — Scale a za¢neme s tipravami. Najprv zmenime x-ovy
rozsah, ipravu potvrdime klikom na Apply, postup zopakujeme pre y-ovy rozsah. O¢akavali

sme, Ze Ciara fitu bude predlZend do zaciatku stiradnicového systému, nestalo sa tak, pozri
obrazok 21

QtiPlot - Non-linear curve fit 7 o QtiPlot - Non-linear curve fit (=T
Category Function Expresion
R cune .
BEETENEGE | boxbod a*x =
Built-in Function line(x, a)
Basic ¥
Plugins
Parameter Value Constant
1 a 10
Initial guesses
& Fit with selected user function
MName | Algorithm |Sca|ed Levenberg-Marquardt -
Parameters | Bemove Color |-red M
From x= |0 lterations |1000 =
l:l To x= 70 Tolerance |1e-4
‘ =< Edit function| ‘Qelete Fit Curves| | Fit | | Cancel |
| |

Obrazok 19: Okno na definovanie fitovacej funk- Obrazok 20: Okno na definovanie pozadaviek fi-
cie pre data Nolntl tovania pre data Nolntl

Programu na jej vykreslenie pravdepodobne chyba bod (0,0). Upravu médZeme vykonat’
dvoma sposobmi:

2l http://www.itl.nist.gov/div898/strd/11s/11s.shtml
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Elle Edit View Graph Data Analysis Format Windows Help

QtiPlo ome/laco/ke 0 ]

NRRERLA cENB % 258 [ 90 1eed| Ly kI aB shjdes®a r ad

Project Explorer &}

o /s/ARmeES S S0Pl L

blel - fhome/ gti/noint1_2.dat Title
c1 C2]
[x] [Y] 140 [ 1B.09.2006 16:27:38 Fitl. o
1 F Mon-inear fit of tablel_C2. using function linelx, al=a*x . "
2 [ Scaled Levenberg-Marquardt algorithm with tolerance = 0.0001 ut
3 120 |- From x=60to x=70
4 [ 2=2.07438016528688 +/- 0.00463316
5 [ -
8 100 [~
7 v F
8 = lterations =
g : 80 - status = success
1 a7
.. > 60
20
20 -
L T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70

X Axis Title

Type View Size Created Label

Table Hidden 0.0 kB 04.10.2006 21:53:54 Non-linear fit of tablel_C2
Normal 0.0 kB 18.09.2006 16:25:54

[Eftablel Table Normal 0.0 kB 18.09.2006 16:25:16 jhome/laco/kega/qti/noint1_2 dat

Obrazok 21: Prvé okno na definovanie pozadaviek fitovania pre d4ta Nolnt1

1. Tabulku Fit2, ktora obsahuje data na zobrazenie fitovanej ¢iary doplnime bodom (0, 0)

tak, Ze na jej zaciatok vlozime novy riadok s hodnotami x = 0 a y = 0. Klikneme
na znacku prvého riadku tabulky, vyfarbi sa na modro, potom pravym klikom vybe-
rieme z kontextového menu Insert Row. Do vytvorenych prazdnych poli¢ok vlozime
nuly. Touto tpravou dosiahneme to, Ze sa zobrazenie fitovanej Ciary v grafe zacne
zbodu (0,0). Teraz uz mézeme nas obrazok porovnat’s obrazkom, ktory je na WWW
stranke institatu NIST, pozri obrazok 22} Vypis vysledku fitovania:

18.09.2006 16:27:38 Fitl:

Non-linear fit of tablel_C2, using function line(x, a)=a*x

Scaled Levenberg-Marquardt algorithm with tolerance = 0.0001

From x=60 to x=70
a=2.07438016528688 +/- 0.00463316

Chi~2/doF = 12.7273

Iterations = 2

Status = success

2. MbZeme zopakovat’ postup z bodu 1 pre tabulku tablel s ddtami noint1.dat a urobit’

nové fitovanie pre x od 0 do 70. Mohli by sme namietat, Ze je to ,nasilné konanie”
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pridat’ do tabulky body a tak ovplyvnit’ fitovanie. Prilozené vypisy vSak ukazuju, Ze
v oboch pripadoch st ziskané parametre rovnaké. Vypis vysledku fitovania:

22.01.2006 01:51:44 Fit7:

Non-linear fit of tablel_2, using function: userl(x, a, b)=a*xx
Scaled Levenberg-Marquardt algorithm with tolerance = 0.0001
From x=0 to x=70

a=2.07438 +/- 0.00463

b=0.00000 +/- 0.00000

chisq/dof = 12.7273

Iterations = 2

Status = success

Ako vzor na ,kozmetickt” tipravu grafu nam moZe posluzit’ priklad z obrazku28 Urobime

ju pomockami z polozky Format a hotovy projekt ulozime.

File Edit View Graph Data Analysis Format Windows Help

DE

BRWwAFEEE Bk S8 B9 seeb[Ly ki +B shEe++-Da 1,00

O 00~ AWM -

Project Explorer [E]

BAmecc" > #PPP 1L
BZ graphl

Title

- i 160
C1[X] C2[Y] [ 18.09.2006 16:27:38 Fitl
I Non-linear fit of tablel_C2, using function linelx, a)=a¥x
140 [ scaled Levenberg-Marquardt algorithm with tolerance = 0.0001 (L
[~ From x=60 to x=70
120 [ a=2.07438016528668 +/- 0.00463316
[ chi*2/doF =12.7273
100 | — e
2 [ Herations = 2
E sl Status = success
60| 124.462809917213 E F
60.1010101010101| 124.672343267242 - L
60.2020202020202 124.881876617271 60 -
60.3030303030303,  125.0914099673 +
60.4040404040404 125.300943317328 whb
60.5050505050505| 125.510476667357 N
60.6060606060606  125.720010017386 F
60.7070707070707  125.929543367415 wor
60.8080808080808 | 126.139076717444 L
60.9090909090909 126.348610067473 o v v v v b e e b e e e e
61.010101010101| 126.558143417502 0 10 20 30 40 50 60 70
61.1111111111111/ 126.767676767531 X Axis Title

Qnoint1_3 Name  Type View Size Created Label

EBFit2  Table Normal 0.0 kB 04.10.2008 21:53:54 Non-linear fit of tablel_c2
[Fgraphl Plot  Normal 0.0 kB 18.09.2006 16:25:54
Eftablel Table Normal 0.0 kB 18.09.2006 16:25:16 fhome/laco/kega/qtinointl_2 dat

Obrazok 22: Druhé okno na definovanie poZadaviek fitovania pre data Nolnt1
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3.3 Spobsoby zobrazenia viacerych grafov

Stava sa, Ze sa vyzaduje zakreslenie dvoch (a niekedy aj viacerych) fyzikalnych veli¢in roz-
nych rozsahov do jedného grafu alebo zlaéit'viac grafov do jedného obrazku. Napr. chceme
zobrazit’ priebeh rychlosti a zrychlenia volného padu guldcky vo viskoznom prostredi. Za
predpokladu, Ze pohyb guldcky sa deje iba vo zvislom smere velmi malou rychlostou jej
pohybova rovnica ma tvar, pozri napr. (UHRIN A KOL., 2006, str. 50)

4

dv 4 N
3 o T nrign(p* — p) — 61y, (67)

kde r je polomer guld¢ky, v rychlost’ jej pohybu vzhladom na pokojnu tekutinu, p je hustota
(objemovéa hmotnost’) gulocky, p* je hustota tekutiny, gn je normélne tiaZové zrychlenie a 7
je viskozita tekutiny.

Predchéddzajtica rovnica je linedrna diferencidlna rovnica proého rddu s konstantnymi koefi-
cientami s pravou stranou. Rie$i sa znamymi Standardnymi metédami a jej rieSenie pre
pociatoént podmienku — rychlost’ v ¢ase nula sa rovnéd nule — ma tvar
v =17 [1—exp <—Z;72;>], (68)
2r%(p" —p) gn
91 '

Zavislost’ rychlosti od ¢asu je teda dané rozdielom dvoch ¢lenov. Clen vy je ¢asovo nezavisly,

0y =

druhy &len je exponenciélne klesajtci, ktory po urcitom Case prakticky vymizne a gul'6cka sa
bude pohybovat'rovnomerne a priamo¢iaro rychlostou vg. Casovy priebeh zrychlenia bude
rovny prvej derivécii rychlosti v podla ¢asu
a = ap exp <—z }Z;), (69)
(p* —p)gn
5 .

apg =

Urobime numericky vypocet rychlosti v a zrychlenia a pre pohyb plexisklovej gulocky
o polomere r = 1 mm vo vode v ¢asovom intervale od 0 do 2 sekiind. Pomocou moZznosti
vkladania funkcii do grafov, z hlavného menu grafického okna vyberieme Graph — Add
Function. .. Ciselné hodnoty vy, a9 a konstantného ¢lena v exponentoch st:

2r2(p* —p) gn _ 2(107%)2(998 — 1200) 9,81 3
= = = —0,44
” 97 9.103 0,44 ms
(p* —p)gn _ (998 —1200)9,81 5
= — — _1
ao 0 1200 65 ms
9nt  9:107°

1 ___ T - 137 —1
27 2(10 321200 708

Znamienko minus v prvych dvoch vyrazoch ma fyzikalny vyznam. Uvedomme si, Ze v a a
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su vlastne z-ové zloZzky rychlosti a zrychlenia v pravouhlom stradnicovom systéme a teda

moZu byt kladné aj zdporné.

V prvom kroku vytvorime ¢iselné hodnoty na zobrazenie rychlosti v a zrychlenia a, ktore
pouZzijeme na tvorbu kombinovanych grafickych vystupov. Za¢neme novym projektom,
potom z poloZky File v hlavhom menu vyberieme New Function Plot. Otvori sa ponuka Add
function curve, do okienka f(x)= vlozime 0.44x (1-exp(-3.75*x) ) pre x od 0 do 2 a nechame
vypocitat’ 100 hodnot, klikneme na OK. Okno programu sa prepne do grafického médu
a zobrazi sa priebeh nami zadanej funkcie f (x)=0.44*(1-exp(-3.75%x)) vo forme spojitej
¢iary, obrdzok 23| Vypocitané hodnoty potrebujeme ulozit’ do datového stiboru. Kurzorom

QtiPlo - =]

File Edit View Graph Data Analysis Fermat Windows Help

(4 4 d AN

Title

0.5 T T T T T T T T T T T
)
L ‘ — fOlx)=0.44%(1-expi-3.75%x]),x,0.000000e+00,2.000000e+00 |

=)
i
T

o
w

20 O~NOU A WN =

Y Axis Title
=]
N

0,1

N

X Axis Title

2 UNTITLED Name Type \View Size Created Label
Fdgraphz Plot  Mormal 0.0 kB 17.09.2006 15:36:46
MAtable1l Table MNormal 0.0 kB 17.09.2006 15:22:34

Project Explorer

Obrazok 23: Graficky priebeh Vzt’ahu

mysi na ¢iare vykoname dvojklik, otvori sa editor parametrov ¢iary. Klikneme na polozku
Worksheet, aktivuje sa tabulkové okno a zobrazi sa tabulka vypocitanych hodnot rychlosti,
ktort uloZime postupom File — Export ASCII, vyberieme oddelova¢ stipcov a pomenujeme
ju rychlost.dat. Postup zopakujeme na vytvorenie dat zrychlenia, do okienka f(x)= vlozime
1.65%exp(-3.75%x) pre x od 0 do 2 a opét’ nechdme vypocitat’ 100 hodnét. Datovy stibor
uloZime pod menom zrychlenie.dat. Teraz uZ mame uloZené déata potrebné na vytvorenie
ukéazok.
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3.3.1 Zobrazenie dvoch priebehov v jednom grafe

Ulozené data rychlost.dat a zrychlenie.dat pouZzijeme na vytvorenie dvoch priebehov v jednom

grafe.

Zatneme novym projektom, z ktorého vymaZeme prazdnu tabulku a budeme doriho impor-
tovat’ nase déta, File — Import ASCII — Multiple files. .. alebo na néstrojovej liste klikneme

na ikonku Import multiple data files

1

B

Vyhladédme naSe stibory, pri¢om stcasnym stlacenim klavesu Ctrl a klikom mysi ich ozna-
¢ime na importovanie. V okne programu budeme mat’dve tabulky table2 s datami rychlosti
a table3 s datami zrychlenia. Ozna&ime stipce tabulky table2 a z polozky Plot hlavného
menu vyberieme bodové zobrazenie Scatter, otvori sa grafické okno s priebehom rychlosti.
Do tohto grafu chceme vlozit’ aj priebeh zrychlenia. Na tto operaciu pouZijeme postup
opisany v casti na strane Klikneme teda do okienka [1] a v editore Add/Remove
curves presunieme déta table3 z okna Available data do okna Graph contents. Vysledok vidime
na obrazku 24| Graf upravime pomodckami z polozky Format a projekt nezabudnime ulozit’

Upraveny graf vidime na obrazku 25 Pre dalsie pouzitie moZeme graf uloZit’ v niektorom

z grafickych formétov cez hlavné menu polozkou File — Export Graph — Current, napr. eps.

EZ graphl HEE B2 graphl 1 (=] E3
Title Vol'ny pad gul'ééky vo vode
2 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 2 T T 2
* table2 C2 i
table3_C2 b
1,5 15 - 15
—_ L}
2 | 2
2 E 2
R 2, " P
= S Py
< = b 3
> 3 [] ,
L IS " =
0,5 r os F e 05
| L}
or., vy T N ) .....lIlFlll EEEEEEEEEEEE o
0 0,5 1 1,5 o 05 1 15 2
X Axis Title Cas (s)

Obrazok 24: Zobrazenie dat zo stGdasne impor- Obrazok 25: Upraveny graf z obrézku

tovanych stiborov rychlost.dat a zrychlenie.dat
3.3.2 Zobrazenie dvoch grafov v jednom okne

V tejto Casti opiSeme postup ako zlucit’ viac grafov do jedného obrazka pouZzije na to nase data
rychlost.dat a zrychlenie.dat. Opit’ za¢neme pracu novym projektom, z ktorého vymaZeme
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prazdnu tabulku a do tohto projektu importneme nase data postupom z predchadzajucej
Casti. Z tabulkového okna sériou prikazov Plot — Scatter vykreslime priebeh rychlosti.
Do aktivneho grafického okna, v ktorom je graf priebehu rychlosti v, vloZzime novy graf
pomocou ponuky Graph — Add Layer z hlavného menu programu, potvrdime implicitnd
ponuku kliknutim na polozku Guess. V lavom hornom okne pribudne okienko [2], klikneme
nan dvakrat, otvori sa editor Add/Remove curves a mdZeme presuntt’ tabulku table3 do

Graph contents. Vysledok nasho snaZenia vidime na obrazku26 Grafy upravime pomockami

E2 graph2

Title

1 (=] B3

B graph2

=] B3

05

& njchlost

05

-
w

o[
r| — table3_C2 1 3
r 7 04 F

04r -
[ ] Eua :o. g L
203~ § ol =l s 2 e
IS s E o . Loy
o ’ 1 s | 5§ |
5
3 M < ‘E\“’.‘ b L]
> 02 ¢ -4 > . ™ .
. L] L ]
—. = - 0.5 n
* 0,1 L ]
0,15 E ¢ b
&
. .\h\E
1 |
|
o L . . o | n
[0} SIS NS N N 1 PRI A 0 05 1 15 2 0 05 1 15 2
o o5 1 15 2 0 05 1 15 2 Cas (s) Cas (s)
X Axis Title X Axis Title

Obrazok 26: Neupravené grafy priebehov rych- Obrazok 27: Upravené grafy z obrézku

losti v a zrychlenia a v jednom grafickom okne
z polozky Format a vytvoreny projekt nezabudnime ulozit’ Upravené grafy st na obrazku[27]
Na dalsie pouZitie moézeme obrazok s grafmi ulozit’ v niektorom z grafickych formatov cez
hlavné menu polozkou File — Export Graph — Current, napr. eps, png, jpeg, bmp, pbm, pgm,
ppm, xbm, xpm. Na obréazku [28| si oba projekty zndzornené v jednom grafickom okne, na
postup vyhotovenia pozorny &itatel uz iste pride aj sdm.
Stru¢ne sme ukazali niektoré ¢asto pouzivané procedury spracovania dét a tvorby grafov.
Tymito jednoduchymi prikladmi sme samozrejme nevycerpali vSetky moZnosti programu
QtiPlot. Dobrym zdrojom dal$ich informacii na pracu s programom je elektronicky off-line
HTML manudl pristupny na URL adrese: http://soft.proindependent . com/manuals.html.

V priloZenej tabulke uvadzame zoznam programom podporovanych matematickych ope-
ratorov a zabudovanych funkcii, ktoré moéZeme pouZivat’ na vytvorenie vlastnych funkcif,

pri matematickych operaciach s ddtami v tabulkéch a pod.
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File Edit View Graph Data Analysis Format Windows Help

N OO AW N -
o
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-

Rychlost (m s7)

2
cipX c2[¥] F m zrychlenie | o
o 165135 F e rychlost B
0.0408163 1.41699 " b
0.0816327 1.21588 [ b
0.122449 1.04332 15— 7
| -
N L m 4
n
E L -
et L ]
‘g 1 —
c r = 1
S
2L 4
o [ ]
[m I - 7
- [ L] ]
w ] 0,5 - —
E L u “
o u
2} . L] -
2 - F 'l-..... il
N - o L , ,  UNeSEmsspsssspEsEEEEsEEsw
- 0 0.5 . 1 15
x Cas (s)

Vol'ny pad gul'ééky vo vode

Cas (s)

(2.5 W) su=|yaiiz

Name Type View Size Created Label

[Egraphl Plot  Normal 0.0 kB 17.09.2006 11:00:16

[Pelgraphz Plot  Normal 0.0 kB 17.09.2006 11:00:45

[tablel Table Normal 0.0 kB 17.09.2006 10:59:42 jhome/laco/kega/qtifrychlost.dat
table2 Table Normal 0.0 kB 17.09.2006 11:00:28 fhome/laco/kega/qti/zrychlenie.dat

Obrazok 28: Zobrazenie dvoch grafov v jednom okne a dvoch priebehov v jednom grafe

Z0OZNAM MATEMATICKYCH OPERATOROV A FUNKCIf PROGRAMU QtiPlot

Nazov Popis
+ sucet
— rozdiel
* néasobenie (a*xb = a-b)

podiel, delenie

umocnenie (a”b = a?)

and

logické AND (vracia O alebo 1)

or

logické OR (vracia 0 alebo 1)

Xor

logické Exclusive OR (vracia 0 alebo 1)

mensie ako (vracia 0 alebo 1)

mensie ako alebo rovna sa (vracia 0 alebo 1)

pokracovanie tabulky na dalSej strane
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(pokracovanie tabulky z predoslej strany)

Nazov Popis
== rovna sa (vracia 0 alebo 1)
>= vécsie ako alebo rovna sa (vracia 0 alebo 1)
> vacsie ako (vracia 0 alebo 1)
= nerovna sa (vracia 0 alebo 1)
abs (x) absolttna hodnota x
acos(x) arkus kosinus
acosh(x) arkus hyperbolicky kosinus
asin(x) arkus sinus
asinh(x) arkus hyperbolicky sinus
atan(x) arkus tangens
atanh (x) arkus hyperbolicky tangens

avg(x1,x2,x3,...)

stredna hodnota argumentov

bessel_jO(x)

Besselova funkcia prvého druhu Jo(x) radu 0

bessel_j1(x)

bessel_jn(x,n)

)
Besselova funkcia prvého druhu J>(x) radu 1
)

Besselova funkcia prvého druhu J,,(x) radu n

bessel_y0(x)

Besselova funkcia druhého druhu Yy (x) radu 0

bessel_y1(x)

bessel_yn(x,n)

)
Besselova funkcia druhého druhu Y; (x) radu 1
)

Besselova funkcia druhého druhu Yy (x) indexu n

beta(a,b) Beta funkcia, B(a,b) =T(a) -T'(b)/T'(a+ D)

cos(x) kosinus x

cosh(x) hyperbolicky kosinus x

erf (x) chybova funkcia

erfc(x) erfc(x)=1-erf (x)

erfz(x) hustota pravdepodobnosti normélneho rozdelenia Z(x)
erfq(x) koncova ast’ normalneho rozdelenia Q(x)

exp(x) exponencidlna funkcia so zdkladom e

gamma (x) funkcia I'(x)

gammaln (x) logaritmus funkcie I'(x)

pokracovanie tabulky na dalSej strane
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(pokracovanie tabulky z predoslej strany)

Nazov Popis
hazard(x) h(x)=erfz(x)/erfq(x)*
if(el,e2,e3) ked'je el pravdivé , vypodita sa e2 a este e3
1n(x) prirodzeny logaritmus x
log(x) dekadicky logaritmus x
log2(x) logaritmus x so zakladom 2

min(x1,x2,x3,...) | minimum zo zoznamu argumentov

max(x1,x2,x3,...) | maximum zo zoznamu argumentov

rint (x) zaokrthlenie na najbliZsie celé ¢islo
sign(x) funkcia znamienka x

sin(x) sinus x

sinh(x) hyperbolicky sinus x

sqrt (x) druha odmocnina z x

tan(x) tangens x

tanh (x) hyperbolicky tangens x

22V stargej literatire sa uvaddza pojem hazard function ako ekvivalent pojmu hazard rate alebo failure rate
pouzivaneho v teérii obnovy a poistovnictve, v slovencine ako intenzita poruchy (amrtnosti). Je definovana
ako h(x) = f(x)/(1 — F(x)), kde f(x) a F(x) je hustota a distribu¢na funkcia doby Zivotnosti nejakého prvku
(J. Sk¥ivéanek).
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Program Kpl je jednoduchy z pohladu ovladania, poskytuje rozsiahle moZnosti na vyhladzo-
vanie, optimalizdciu a numerické operédcie s nameranymi datami (napr. derivovanie, integro-
vanie); mézeme ho dopliat’ vlastnymi funkciami a kniznicami, ktoré sa napisu a skompiluju
v programovacom jazyku C. Na rozdiel od programu QtiPlot neumoZnuje Statistické vy-
pocty a charakteristiky dat. V dalsich ¢astiach opiSeme pracu s verziou Kpl 3.3 pre grafické
pouzivatel'ské prostredie KDE 3.5.2.

Domovské internetova stranka programu jena URL adresehttp://frs106.physik.uni-freiburg.
de/privat/stille/kpl/. Autor Werner Stille pontka k programu on-line priruc¢ku pristupnt

na URL adresehttp://frs106.physik.uni-freiburg.de/privat/stille/kpl/book/index.html
.Na pracu v Kpl mame k dispozicii jedno pracovné okno, pozri obrazok[29]

Untitled - Kpl

File Edit View Settings Help
E= )= ) LV AR O D
-
(=]
=]
I|Ready. |Rep|ace| 20.08 cm., 6.54 cm |

Obrazok 29: Pracovné okno programu Kpl


http://frsl06.physik.uni-freiburg.de/privat/stille/kpl/
http://frsl06.physik.uni-freiburg.de/privat/stille/kpl/
http://frsl06.physik.uni-freiburg.de/privat/stille/kpl/book/index.html
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4.1 Ovlddacie moZnosti programu Kpl

Spustenie Kpl v prostredi OS GNU/Linux sa d& uskuto¢nit’ troma spésobmiF_gI

e kliknutie na ikonu Kpl na pracovnej ploche (ked ju mame vytvorenu),
e Menu — Kancelaria — kliknutie na Kpl (ked sme program instalovali z deb balitka),

e z prikazového riadka X terminélu prikazom kpl.

Na obrazovke sa zobrazi okno programu s prislusnymi ponukami a ovladacimi prvkamiv hlav-
nom menu (obrazok [29). Zatvorenie Kpl sa vykond cez zilozku File a potom Quit alebo
stlacenim klavesov Ctrl + Q (pripadne Alt + F4).

Opét, pri prvom ¢&itani tejto kapitoly moze citatel, ktory sa chce rychlo oboznamit’ s pouzi-
vanim programu ¢ast4.1| preskocit’ a pokracovat’ v ¢itani ¢astou [#.2na strane

Hlavné menu programu obsahuje tieto polozky:

File Edit View Settings Help

OpiSeme tie poloZky, ktoré st potrebné na zdkladné zoznamenie sa s moZznostami Kpl.
Polozky oznacené hviezditkou * sa aktivuju len v tom pripade, ked' je otvoreny graficky
alebo datovy stbor.

File
New vytvorenie nového projektu
Open Plot File ...  otvorenie stiboru s priponou .kpl,
editacia uz vytvoreného projektu
Open Data File ... otvorenie stiboru s priponou .dat,

moznost’ vyberu desatinnej bodky alebo ¢iarky

Open Recent desat’ naposledy otvorenych projektov

Save* uloZenie dokumentu pod pévodnym menom
Save As ... * uloZenie dokumentu pod novym menom
Close* zatvorenie aktudlneho projektu

Print* vytlacenie aktivneho grafu

Display Plot* zobrazenie grafickej prezentacie alebo obno-

venie zobrazeného grafu

PostScript Output  volba orientacie grafického listu na konverziu;
na vysku alebo na Sirku

PostScript Preview  volba orientacie ndhladu grafu;

na vysku alebo na Sirku

2V pripade, ked’ instalaciu vykonate zo zdrojovych stborov, musi sa cesta na spustenie z Menu nastavit’
manudlne. Autor z vlastnej skiisenosti odportca spustat’ program z pracovnej plochy pomocou vytvorenej
ikonky s odkazom na binarny stbor kpl.
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New Window otvorenie nového pracovného okna programu
Close Window zatvorenie aktualneho pracovného okna

a ukoncenie programu

Quit ukoncenie prace s programom Kpl
Edit
Undo* zru$i posledny vykonany krok
Redo* vrati posledny vykonany krok
ltems ... jedna z najdoleZitejSich poloZiek, umoziuje vkladat,
editovat’ a fitovat’ objekty a polozky v grafe (napr. funkcie,
polia, splajnové krivky a pod.)
View
Zoom In (Ctrl++)  zvéadSovanie krokom
Zoom Out (Ctrl+—) zmenSovanie krokom
Zoom ... nastavenie faktora zvacSenia/zmengenia (%)
Redisplay* (F5) aktualny datovy alebo graficky stibor sa znova
nadcita a zobrazi, aktivuje sa funkcia Autoplot
Reload Periodically ~ nastavenie periodického obnovovania zobra-
zenia, aktivuje sa funkcia Autoplot
Settings
Hide Toolbar skrytie/zobrazenie hlavného menu
Hide Statusbar skrytie/zobrazenie stavovej listy
Show Function Source zobrazenie zdrojového stiboru funkcie

v dial6gu volby jej parametrov

Autoplot automatické zobrazenie projektu po na-
¢itani datového alebo grafického stiboru

Add Files (Insert) pridanie nového datového alebo grafické-
ho stiboru do aktualneho s vykreslenim

Calculate PS Bounding Box automaticky vypocet hranic postscript-
ového okna grafu, bez aktivécie tejto po-
lozky sa vypocitaji hranice k niektorému
rozmeru strany (napr. A4 na vysku)

Print PS Output zobrazenie dialégu tlace postscriptového
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stuboru po jeho vytvoreni
Save Absolute Paths do grafického stiboru sa uloZzi absolttna
cesta k datam a kniZniciam
Unsaved Changes Warning  zobrazenie varovania o neuloZeni stiboru
Save Settings At End uloZenie vSetkych nastaveni aktudlneho
zobrazenia pri ukonceni programu
Save Settings uloZenie vSetkych nastaveni aktudlneho
zobrazenia
Configure Shortcuts ... definovanie vlastnych klavesovych
skratiek
Configure Toolbars ... pridanie/odobratie ikoniek do hlavného
menu
Configure Notifications ... nastavenie hldseni a varovani programu
Configure Kpl . .. niektoré zdkladné implicitné nastavenia
programu
Help

Kpl Handbook  otvorenie elektronického manuélu, ked'je nainstalo-

vany

Report Bug ... dialég na oznamovanie chyb programu autorovi

e-mailovou postou

About Kpl zékladné informadcie o programe Kpl

About KDE zakladné informécie o grafickom prostredi KDE

4.2 Priklady pouZitia programu

4.2.1 Importovanie dit, ich zobrazenie a Gprava grafu

Importovanie datoveho stiboru boxbod.dat

Tak, ako v pripade programu QtiPlot, aj program Kpl a jeho funkcionalitu preskasame da-
tami z internetovej stranky Néarodného instittatu Standardov a technolégii Spojenych statov
americkych (NIST, 2006). Stiahnite si data z kolekcie pre nelinedrnu regresiu s ndzvom Bo-

xBOD@ ktoré su zaradené do kategorie s vysokou néro¢nostou na spracovanie. Tabulku

uloZte do datového stiboru s ndzvom boxbod.dat.

24 http://www.itl.nist.gov/div898/strd/nls/nls_main.shtml
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Obrazok 30: Importovanie a zobrazenie dat metédou tahaj a pust’

Program Kpl ma sice vlastny editor tabuliek, ale s obmedzenymi moZnostami formatovania,

preto si na vytvorenie tabulky vyberme radsej nejaky textovy ASCII editor (napr. Kate,

gedit, KSpread a pod.). Détovy stibor vytvarame a editujeme v stipcovom formate, a pri

jeho ukladani do pracovného priec¢inka mu priddvame priponu dat. Symbolom desatinnej

radovej ciarky moZe byt’ desatinnd ciarka alebo desatinnd bodka a ako oddelova¢ (separétor)

stipcov odportcame pouzit’ tabulétor (Tab) alebo medzernik (Space). Datovy stibor mdzeme

importovat’ dvoma spésobmi:

1. Vyvolanim pontik File — Open Data File . .. sa otvori dial6gové okno, v ktorom zvolime

symbol desatinnej radovej Ciarky a vyhladdme na disku stibor na importovanie.

2. Otvorime program Kpl a potom nejaky program na spravovanie stiborov (napr. Ko-

nqueror alebo Krusader), v ktorom vyhladame subor, ktory chceme zobrazit. Oznac¢ime

ho Tavym klikom mysky a tahom ho premiestnime do okna programu Kpl, kde klik

uvolnime (met6da Drag and Drop), pozri obrézok

,Surovy” graf z obrazku |30 budeme upravovat’ vyvolanim polozky ltems ..

. Mozeme ju

aktivovat’ dvoma spOsobmi, pravym klikom my3$i do prazdmeho pola v okne programu

(mimo pola grafu) a z kontextového menu vyberieme Ziadant polozku alebo vyvolanim
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pontik Edit — Items ..., pozri obrazok 31}

boxbod.dat - Items

)

Active | Type @ Settings

i--uFrame x=4cm,y=3cm,size 15cmx10cm

. Edit
-[#] Array Ofile boxbod.dat, columns 0, 1 —

Delete

Copy

Help

ol
daaale;

* Append items Close

Obrazok 31: Pracovné okno polozky Items ...

Po pridani legendy (vyberom New), oznaceni a zmene modulov osi (pozri na strane [74),
zmene zafarbenia a symbolov datovych bodov (oznac¢enim a vyberom Edit) dostaneme
takyto vysledok:

e Nacorkega/kpybonbod. dat [modified] ~ Kpl e
File Edit View Settings Help
EEEds RS0 8
/home/laco/kegar/kpl/boxbod.dat B
250
3 ® boxbod.dat
| |
| | & boxbod.dat - Items
— 200 Active | Type | Settings New
.""‘_q I L] —uFrams x=25cm,y=185cm,size 15cmx 10cm —
5 | L[] Array Wl boxbod dat. columns 0. 1
a | E Legend M 'boxbod.dat", x = 4 cm, y = 10.5 cm
A ] ]
> 150 | [
f [©]
[
100 . . . .
0 2 4 6 8 10
x (arb. units) =i
Ready. [Replace| 12,54 em, 3,57 cm x=7372, y=125.8

Obrazok 32: Upraveny graf z obrézku

4.2.2 Nelinearna regresia pre stibor boxbod.dat

Tak, ako v pripade programu QtiPlot aproximujme déata znazornené v grafe na obrazku [32]
exponencidlnou zavislostou v tvare

y =a[l —exp(—bx)],

ktoré je podla 2006) modelovou funkciou pre tieto data. Program implicitne takuato
funkciu nepontika, ale moézeme ju napisat’ ako skript v programovacom jazyku C, napr.
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boxbod. ¢, a skompilovanim vytvorit’ kniZnicu (modul) boxbod. so.

Postup je nasledovny: v textovom editore napiSeme napriklad takéto funkcie v jazyku C.
Prvéa boxbod_1 bude na vykreslenie fitovanej ¢iary do grafu, druhé boxbod_2 na iterdciu:

/****************************************************************/

/% boxbod.c 2D functions for Kpl */
/% Copyright (C) 2006 by Ladislav Sevcovic */
/* <ladislav.sevcovic@tuke.sk> */
/* Released under the GPL; see file LICENSE for details. */
/* */
/% Use the following command to compile the C function */
/* and create a shared library: */
/* gcc -Wall -shared -fPIC -o boxbod.so boxbod.c -1m */
/% Do this in a X terminal windows (shell). */
/* At the X terminal type: nm boxbod.so>boxbod.def */
/* */
/* exponential (x, p) calculates of exponential */
/% Returns: p[0] * (1 - exp(-p[1] * x)) */

/****************************************************************/

#include <math.h>
/KoK sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok ook ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok sk ok ok ko ok ok sk ok sk ok ko ok ok kR k ok k /

double boxbod_1(double x, const double* p)
{

return(p[0]*(1-exp(-p[1]*x)));

}

[/ Rk ok ok ok ok ok sk sk ok ok o ok sk ok ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok o kK ok ok ok ok sk ok ok ok K ok ok ok ok Kok ok ok kK ok ok ok /
double boxbod_2(double x, const double* p)
{

int i;

double f£f;

f = plo];

for (i = 1; i < 3; i +=1)

f ==plil * (1 - exp(- pli + 1] * x));
return f;

}

/****************************************************************/

Sabor uloZime do pracovného priec¢inka pod menom boxbod.c a do prikazového riadka
v okne X terminalu najprv napiéem

gcc—Wall ,-shared ,-fPIC ,—o boxbod.so boxbod.c —1m

a stlaénim klavesu Enter prebehne kompilacia ndsho skriptu do binarnej kniZnice boxbod. so.

Potom napiSeme

2Gacastou OS GNU/Linux je aj kompilator gec jazyka C a rad dalgich programatorskych nastrojov. Program

nm vytladi tabulku symbolov (zoznam nazvov) v abecednom poradi pre jeden alebo viac objektovych suborov.
Vystup obsahuje pre kazdy symbol meno, hodnotu, typ, velkost  a pod.
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nm_ boxbod.so>boxbod.def

a opdtovnym odoslanim sa vytvori tabulka symbolov. Dva skompilované stibory boxbod . so
a boxbod.def pouZijeme na fitovanie, méZeme ich teda presuntit’ do pracovného priecinka,
v ktorom méme ostatné stibory s datami pre Kpl alebo do osobitného podpriecinka, v kto-

rom budt len kniZnice (aj budtice). Teraz uz mozeme zacat’s fitovanim dat, v okne poloZzky

ga/kpl plo - Kpl o= b eoee
File Edit View Settings Help

HEE= VRS0V

/home/laco/kega/kpl/boxbod.dat @ LEUELCR T () femd feoed
250 -y
I m  boxbod.dat Ubrary [ homeflaco/kegajkplfoorbod_fncfoorbod B
N | Function [boxbod_1 El
L | |
Parameter | Edit | [ Load | Save |
— 200 |
2 L Rang
c Active | Typ
3 xmin ] xmax 10
. = Fra
g Ao | o= C— H
- I A Lleod | Lo 5 2] y shift o
> 150 |- HllFun B
x normalization |1 y normalization |1
Representation
Symbol 1 E = Color \EI
r [ ]
100 Size 100 % E Fill pattern \EI
0 2 4 6 X Append ite
[@ melp | [ Roots | [ expor | [¥T@Kk | [V apply | [X cancel
X (arb. units)
Ready. [Replace[ 19,29 cn, 2,28 cm B

Obrazok 33: Okno polozky Function na vykreslenie fitovanej funkcie

ltems (obrazok BI) klikneme na ponuku New a potom na ponuku Function (obrazok [33).
Vyhladame si nagu kniZnicu boxbod. so a z nej vyberieme funkciu boxbod_1, doplnime xmax
na 10, vyberieme symbol, velkost’ a farbu fitovacej ¢iary v grafe a vyber ukoncime potvr-
denim Apply a potom OK. Prejdeme opét” do okna ltems, kde klikneme na novovytvorent
polozku Function a potom na okienko Fit, ¢im sa ndm otvori okno Parameter fit, pozri ob-
razok Zagkrtneme lavé okienka [X] pre parametre p0 a pl a do pravych vpiseme ich
Startovacie hodnoty, pre p0=100 a pre p1=0.75. Fitovanie bude nelinedrne, preto zaskrt-
neme aj okienko [X] Nonlinear fit. Kliknutim do poloZzky Model sa otvori okno Error model
function, v ktorom opét’ vyhladame kniZnicu boxbod. so a z nej tentoraz vyberieme funkciu
boxbod_2, ako argument zvolime ycolumn. Kliknutim na polozku Edit zaddme Startovacie pa-
rametre itera¢ného procesu (iteraény proces sa ukon¢i dobre aj so zac¢iatoénymi hodnotami
p0=1 a p1=1). Vysledné parametre fitovanej funkcie y=p [0] * (1-exp(-p[1]*x)) sa vpisu do
prisludnych okienok parametrov (obrézok [35). Kliknutim na polozku Apply sa vysledok fi-
tovania zobrazi v grafe (obrazok[36). Pracu s fitovanim ukoné¢ime kliknutim na polozku OK.
Do grafu vloZime legendu, nazvy osi a tak dalej (pozri Kapitolu p).
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=
—Parameter —Parameter
® po |100 + |0 ™ plo [ X po [213.809 + |12.3545 ™ plo [
X pl [0.75 = o pil | X pl [0.547237 + [0.10456 rpil |
p2 o = o pi2 | P2 |o = o rpi2 |
p3 o = o pi3 | p3 |o :|0 |—p13[
pa fo +[o rp1s | pa o = o ™ p1a |
s fo = o pis | s fo = o ™ pis |
ps o = o pi6 | ps [o = o ™ pis |
~pz [o =[o rp17 | pzZ o = [o rp17 |
pe fo = o rpis | pe fo = [o pie |
pe fo = o p1o | ™ pe o = [o pio |
® MNonlinear fit | Load | | Si X Nonlinear fit | Load | | Si
—Data errors —Data errors
Array IO E boxbod.dat 01 1 [~ Error celumn Array Io E boxbod.dat 011 I Error calumn
Maximurn iterations |100 E T Maximurn iterations |100 E T
lteration 3: chi-square = 1168.00887655556
‘ Relative error in chi-square is at most tolerance
Obrazok 34: Vyrez okna polozky Parameter fitso ~ Obrazok 35: Vyrez okna polozky Parameter fit

Startovacimi parametrami itera¢ného procesu fito-

vania

s vysledkami itera¢ného procesu fitovania

plo - Kpl Z=DEE
File Edit View Settings Help
VEEEds ¢SRS 010
S
/home/laco/kega/kpl/boxbod.dat
250
m  boxbod.dat
| — fit -
— 200 |
%)
2 I
c N
3 B kega.plo - ltems
g | I
3 | Active |Type | Settings New
- Frame x=4cm,y=3cm, size 15 cmx 10 cm
150 - Array M file boxbod.dat, columns 0, 1
F Legend M "boxbod.dat,x =5cm,y=12cm
| i-[4] Function y = boxbod.boxbod_1(x)
| - filLegend ofitt, x = 5 cm,y = 11.5 cm
100
0
b . (|
x (arb. units) O — |
(2]
&l
Ready [Replace |

Obrazok 36: Vysledny graf s fitovanou krivkou pre déta boxbod.dat
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4.2.3 Linedrna regresia funkciou y = ax

Podobne ako v programe QtiPlot aj v tejto Casti kratko opiSeme postup linedrnej regresie
modelovou funkciou

y = ax,

ktorti pouZijeme na fitovanie dat Nolntl z kolekcie pre linedrnu regresiu uz spomenutého
institatu NIST (2006@ aby sme mohli vysledky oboch programov porovnat.

Aj v tomto pripade tabulku dat mozeme doplnit’bodom (0, 0), aby sme ziskali vysledné gra-
fické zobrazenie v takom tvare, aké je na WWW stranke institatu NIST. Upravu prevedieme
takto: z ponuky Items oznacime polozku Array a klikneme na okno Edit. Otvori sa ndm nové
okno, v ktorom zaskrtneme okienko [X] Internal data a potom vyberieme ponuku Edit. Do
odsadeného prvého riadka zapiSeme tri nuly s medzerami 0,,0,,0, upravu potvrdime klikom
na Apply a editor zatvorime klikom na OK.

Ziskanie optimalneho parametra a bude jednoduchssie ako v predoslom pripade, lebo mo-
Zeme na to pouzit’ zabudovana funkciu programu Kpl (samozrejme, mdZeme si napisat’ aj
vlastna). Postup bude podobny, ako pri nelinedrnej regresii, s tym rozdielom, Ze na fitovanie
pouzijeme kniZnicu fkt . so, z ktorej vyberieme funkciu polynom.

Uprave hodndt v tabulke noint1.dat sa vak méZeme vyhnut. Na rozdiel od postupu v
pripade tpravy v programe QtiPlot (pozri na strane [53) vS8ak nemusime upravovat’ Ziadnu
tabulku, lebo program Kpl tdaje na vykreslenie krivky fitovanej funkcie neuklada do osobit-
nej tabulky. Vyvolanim okna polozky ltems ozna¢ime v nej polozku Function a klikneme na
okno Fit. Otvori sa ndm okno Parameter fit, v ktorom z l'avych okienok pre parametre zaskrt-
neme len okienko pre parameter [X] p1, do pravého okienka vpiSeme Startovaciu hodnotu
p1=1 a okienko [[] Nonlinear fit zostane nezaskrtnuté, pozri obrazok 37 Vysledky vidime na
obrazku[38a na obrazku 39

Vytvorené grafy upravené podla odporucani z kapitoly |5 mozeme ulozit’ vo formate *.ps
alebo *. eps na dalsie spracovanie (z hlavného menu File — PostScript Output).

26 http://www.itl.nist.gov/div898/strd/11s/11s.shtml


http://www.itl.nist.gov/div898/strd/lls/lls.shtml

Program Kpl

|

|

rParameter rParameter
rpo |o = o rpio fo po [o + |0 rpo fo
X pl |1 = o Cpil o ® pl [2.07438 + | 0.0165289 rpit Jo
p2 |o = |0 rpi2 [o rp2 |o + o rpz Jo
p3 |o = |0 rp13 o rp2 |o :|0 l_p13’0_
pa o = o rpia fo rpa fo + o rpia Jo
rps o = o rpis [o rps o + o rpis [o
r pé [o + o pi6 [o r p6 [o = rpl6 Jo
rpz fo = o rp17 [o rpz [o = rpi7 Jo
rpe [o + |0 rpis o ™ pe o =0 rpis o
rp2 o = o rpis fo rpe [o + o rp1o fo
I~ MNonlinear fit | Load | | Save [~ Nonlinear fit | Load | | Save
—Data errors —Data errors
array [0 B |kpl0 11 I Error column aray [0 B ’m [ Error eolumn
Maximum iterations [ Toler Maximum iterations [ § Toler
chi-square = 127.3
Average error = 3.4 ny = 10 Significance Q = 1.68e-22

0]

brdzok 37: Vyrez okna polozky Parameter fit so

Startovacim parametrom

Obrazok 38: Vyrez okna polozky Parameter fit
s vysledkom itera¢ného procesu fitovania

Eil

le Edit View Settings Help

1.plo [modified] - Kpl

==&

CEEEe e G800

/home/laco/kega/kpl/noint1.dat
160

140 | O noint1.dat
r— fit
120

100

60
40

20

Ready

nointl.plo - tems

Active | Type  Settings New L
=[Z] Frame x=4cm,y=3cm,size 15cmx 10cm
Array  [Qinternal data, columns 0, 1
Function y = fkt.polynom(x)
~[7] Legend O 'nointl.dat’, x=5cm,y=12cm
Legend “fit", x = 5 cm, y = 11 cm
R aspend tems

Replace [ 18,18 cm, 1.32 cm

Obrazok 39: Vysledny graf s fitovanou krivkou pre dita noint1.dat



Jeden obrdzok md hodnotu tisic slov.

STARE CINSKE PRISLOVIE

5 Niekolko pravidiel na tvorbu grafov

Z precizne vyhotoveného grafu nameranej fyzikalnej zavislosti dvoch veli¢in sa daji s dosta-
to¢nou mierou presnosti urcit’ charakteristiky funkcie. Je moZzné napr. urcit’ polohu extrémoyv,
inflexnych bodov, pri lineérnej zavislosti od¢itat’ z grafu smernicu priamky atd’. Graf je vzdy
néazornejsi ako tabulka, tabul'ka je vSak vZdy presnejsia. Grafu ddvame prednost, ked chceme
ukazat’ priebeh, tendenciu, Struktiru alebo obrazec.

Dovod je jednoduchy a spociva v rychlom, pohodlnom a nadzornom prijimani obrazovej
informacie ¢lovekom. Dalo by sa povedat, Ze graf slizi na rychlu kvalitativnu orienta-
ciu v nameranej zavislosti a ak nds zaujimaji podrobnejsie kvantitativne tidaje, z pamate
pocitaca si nechame zobrazit’ tabulku funkcie resp. analyticky predpis, interpola¢nu for-
mulu atd. Z doévodu nédzornosti je grafické zobrazenie funkcii velmi ¢asté i vo fyzikalnej
literattire a takmer kazda namerana zavislost’ je reprezentovana grafom. Na zhotovenie gra-
fov nie sii jednoznacné pravidld a v kazdom odbore st trocha odlisné zvyklosti uréené napr.
tradiciou, typografickymi moZnostami ¢asopisov a pod. Na zrozumitelny a prehladny graf
budu kladené tieto poziadavky:

1. Modul stupnice grafu zvolime tak, aby graf bol dostato¢ne velky, t. j. interval nezavisle
premennej ma byt’ zobrazeny na ,vodorovnej” osi viac ako na dvoch tretinach ,vo-
dorovného” rozmeru grafu a analogicky interval na ,zvislej” osi. Pod pojmom modul
stupnice rozumieme podiel intervalu nameranych (v pripade extrapolacie potrebnych)
hodnot fyzikélnej veli¢iny k dizke osi, povedzme v mm, na ktorti chceme interval
zobrazit’ Napr. obrézok znazoriuje graf, v ktorom ked’ zvolime dizky osi 120 mm
bude modul vodorovnej stupnice M; = (90V —40V) /120 mm = 0,4166 V/mm a zvis-
lej stupnice M, = (7A —1A)/120mm = 0,05 A/mm.

2. Osi vyznacime plnou tseckou a oznacime jednotkami v okruhlej zitvorke, v ktorych
je fyzikalna veli¢ina vynasana. Osi nekalibrujeme hodnotami, ktoré sme namerali, ale

takymi hodnotami, medzi ktorymi je lahka interpolacia.

3. Vkazdom pripade do grafu vhodnymi symbolmi vyzna¢ime namerané hodnoty. Ak je
v jednom grafe viac priebehov alebo na jednom papieri viac grafov, pre r6zne priebehy
volime r6zne symboly na oznacenie nameranych hodnoét (napr. plné body pre jeden



Niekolko zdsad na tvorbu grafov 75

graf, trojuholniky pre dalsi atd’). Od nameranych hodnot nevedieme na osi Ziadne
¢iary (pozri obrézok
4. Kazdy graf opiSeme struénym komentédrom, aby bolo jasné, akt zavislost’ graf vyjad-

ruje.

Voltampérové charakteristika Meranie je zataZené chybami a po vyneseni name-

B vidkno A
¥V vldkno B

ranych hodnét zistime, Ze body st ,rozhddzané”.

Treba sa rozhodnut” ako preloZit’ cez namerané body
¢iaru. Ak sme meranie vyhodnotili metédou najmen-
Sich tvorcov a ur¢ili parametre z rovnic (35), potom
pretabelujeme funkciu F*(x, py, ..., px) (Kapitola
a tato funkciu vynesieme do grafu. Ziskame tak jedno-

Prad 1 (A)

znacne urcent (v zmysle vyrovnavajiceho poctu vy-
rovnavajacu) hladka ¢iaru. Napr. pri linedrnej zavis-
losti y = a + bx zistime, Ze tato priamka neprechadza
vSetkymi nameranymi bodmi, ale priblizne polovica
bodov je nad a priblizne polovica bodov pod priam-

J

% 50 60 70 80 90 kou. V ostatnych pripadoch, ked nemézeme pouZit
Napatie U (V) L. . . . .. .

vyrovnévajuci pocet, neméme k dispozicii ani opod-

Obrazok 40: Priklad nakresleného gra-

statneny nadvod ako preloZit’ ¢iaru cez namerané body,
fu, ktory znazorniuje voltampérovi (VA)

charakteristiku dvoch kovovych vidkien tu zalezi vela od skusenosti experimentatora. Oblasti
zatazené velkymi chybami sa premeraju znova, hus-
tejéie resp. inymi metédami. Ciaru, ktorti narysujeme, sa snazime viest’ tak, aby bola vyrov-
nang, t. j. nemala fyzikalne neopodstatnené skoky, zalomenia a extrémy, aby bola dostato¢ne
hladkéd, aby priblizne rovnaky pocet nameranych bodov bol nad i pod ¢iarou a stcet stvor-
cov nameranych hodnoét od ¢iary by mal byt’ ¢o najmensi. Majme stale na pamati, Ze ¢iara

v takomto grafe ma viac-menej kvalitativny vyznam.

Pri doslednejsich experimentoch sa merania v kazdom bode opakujt za rovnakych podmie-
nok a kazdy bod v grafe je spracovany vyssie opisanymi metédami pre opakované merania.
V takychto pripadoch sa zvykne okrem najpravdepodobnejsej hodnoty (nameranej hodnoty)
vyznacit’ v grafoch aj standardna neistota pre kazdy bod zvlast.

Zhrnutie

e Obrys grafu nesmie byt nikdy nakresleny hrubSou ¢iarou, ako ¢iary v ploche grafu,
taktieZ tisecky, ktoré vyznacuji chyby meranych hodnét, nemdzu byt vyraznejsie ako
vlastné krivky alebo priamky. Koty na osiach musia udavat’ l'ahko delitelné hodnoty.

2’ Tento obrazok bol vytvoreny programom QtiPlot, uloZeny vo formate EPS a potom programom epstopdf
konvertovany do formatu PDF.
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Kapitola 5

Do grafu umiestriujeme ¢o najviac informécii, menej do legendy grafu.

Dbame na prehladnost’ grafu a Citatelnost’ pisma v grafe. Na popis osi sa Castejsie
pouzivaju verzalky (velké pismend), pre informéacie vpisané do grafu minusky (malé

pismend) pisma z rodiny Sans Serif.

Osi grafu nemaja byt’ dlhsie, ako ur¢uje vyskyt pokusnych bodov, v grafe teda nemajii
byt’ prazdne plochy. Osi nemusia zacinat’ nulovou hodnotou.

Vhodnym tvarom grafu je obvykle stvorec alebo obd{Znik (na lezato). Uzavretie grafu
do §tvorca alebo obdi#nika zjednoduguje uréenie hodnét jednotlivych bodov. Kéty
moZeme na protilahlych osiach opakovat’ bez doplnenia &isel.

Pozname Sest” hlavnych druhov (typov) grafov:

bodovy garf (scattergram),

¢iarovy (priebehovy) graf (line graph),

stipcovy graf (bar graph),

histogram (vlastne stipcovy graf so stipcami umiestnenymi tesne vedla seba),

koldcovy diagram (pie graph),

— trojrozmerny graf (three-dimensional graph).
Dbéame na to, aby v bodovom a ¢iarovom grafe boli symboly a charakter jednotlivych
Ciar Tahko odlisitelny aj pri zmenseni tlace. V grafoch pripravovanych na podéitaci
je potrebné spravne zadat’ pozadované vzdialenosti a popis két, zvolit’ len vyrazné

symboly, snaZit’ sa vietko vyjadrit’ jednou farbou a pod.



Zaver

Ked hovorime o priprave experimentélnych dat na prezentaciu a dalsie vyhodnocovanie
s pouZitim osobného pocitaca, potom samozrejme musime venovat’ naleZitd pozornost’

nielen samotnym programom, ale aj metédam a postupom spracovania dat.

Opis dvoch zndmych produktov z tejto oblasti ndm v zakladoch objasnil ich vSeobecné aj
niektoré Specifické vlastnosti. Domnievame sa, Ze prvoradym prinosom $ttidia tejto prirucky
st zékladné informécie o ovlddani opisanych programov a ziskane poznatky, ako tvorit’
grafické vystupy matematickych funkcii a spracovanych experimentélnych déat na dalsiu

kvalitativnu analyzu pripadne prezentaciu.

Tabulka 2: Porovnanie parametrov fitovania pre referentné data NIST s hodnotami ziskanymi z programov
QtiPlot a Kpl, a a b stt odhadované parametre, 0; a 0}, st Standardné neistoty (smerodajné odchylky) odhado-
vanych parametrov, RSD je reziduélna Standardna odchylka (Residual Standard Deviation), SQ je suma Stvorcov
odchylok (Sum of Squres), Chi~2/doF je redukovana hodnota x? a doF znamené Degrees of Freedom Cize n — k

NIST QtiPlot Kpl
a 2,07438 2,07438 2,07438
Nolntl | 5 0,01653 0,004 63 0,01653
n—k=10 RSD=23,56753 Chi~2/doF=12,7273 chi-square=127,3
sQ=127,27272 Chi~2=127,273
a 213,809 41 213,809 53 213,809 00
a 12,354 52 0,72299 12,354 50
BoxBOD | 0,547 24 0,547 24 0,547 24
n—k=4 | o, 0,10456 0,006 12 0,10456
RSD=17,08807 | Chi~2/doF =292,002 chi-square =1168,008 876
SQ=1168,08877 Chi~2=1168,008

Podklady k tejto prirucke vznikali v priebehu préce autora na projekte KEGA VyuZitie
open source softvéru vo vijucbe na vysokych skolich. Cielom nebolo vykonanie nejakej recenzie,
na zéklade ktorej by sa dali oba programy rigorézne ohodnotit. Kazdy z prezentovanych
programov mé svoje prednosti aj nedostatky (stéle sa vyvijaja a vylepsuji). Porovnanie
vysledkov uvedenych v tabulke 2| mé ¢itatelovi oboznamenému s funkénostou a hlavnymi
moZnostami programov ulahcit’ rozhodovanie sa, ktorému z nich dé prednost’ pri vybere.
Pozorny Citatel, ktory vyskusal program QtiPlot podla nasho postupu (alebo stadi nazriet’
do tabulky ) si isto v§imne, Ze hodnoty $tandardnych neistot, ktoré program vypodita st
radovo rozdielne od tdajov institatu NIST. Je to sposobené tym, Ze program QtiPlot pocita
redukovant hodnotu x? (pozri Vzt’ah oznacentu ako Chi~2/doF, kde doF znamend Degrees
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of Freedom &ize n — k a $tandardna neistota parametra je uréena podla vztahu

(COV) ii
Chi*2/doF °

Na WWW stranke institatu NIST sa vSak doc¢itame, Ze ich tdaj Standardnej neistoty para-

ot — (70)

metra sa po¢ita podla vztahu
O,nist — (COV),‘,‘ , (71)

kde (cov);; je v oboch pripadoch kovarian¢nd matica parametrov regresie, pozri napr. v pra-
cach (PRESS ET AL., |1992; KUDRACIK| 1999). Pri rovnosti kovarianénych matic, potom stivis
oboch tidajov moZeme vyjadrit’ vztahom

o™st = g9 \/Chi*2/doF. (72)

Ked' teda potrebujeme vysledok numerického spracovania dat regresiou programom QtiP-
lot uviest’ so standardnou neistotou hl’adanych parametrov, musime tento ,nedostatok”
vypoctu programu korigovat’ pouzitim vztahu (72), Standardna neistota parametra regresie
sa uvadza v takom tvare, ako na WWW stranke institttu NIST.

Mali sme moZnost’ pracovat’ aj s programom Origin 6. 1@ ktorému sa opisovand verzia QtiP-
lot 0.8.5 svojimi moZnostami a ponukou najviac priblizuje. Co sa tyka rozdielu z pohladu
bezného pouZivatela, QtiPlot mé& mensi vyber formatov do grafického vystupu. Nepokla-
dame to ale za taky velky nedostatok. Origin 6.1 ma vsak lepsie vypracované moZnosti
napr. ponuky Analysis v grafickom moéde a rozsirenejsiu ponuku modulu Non-Linear Curve
Fit..., lepsiu 3D grafiku a iné, ktoré nam vsak pri Standardnej praci s programom nebudt
chybat. Ako sme uZz spomenuli, QtiPlot je vo vyvoji a neustéle sa vylepsuje. V pripade
uvadzania Standardnych neistdt parametrov regresie program Origin ich uvadza v takej
forme, ako institat NIST. Tento rozdiel medzi programami je snad’jediny vazny nedostatok,
s ktorym sme sa pocas prace s programom QtiPlot stretli.

Zaverom este jeden postreh, zo sktisenosti odporticame otvérat’ uloZené projekty programu
Kpl kliko na stbor s priponou plo. Pri otvéarani projektu cez hlavné menu File — Open
Plot File ... sa grafy v niektorych pripadoch nezobrazia presne tak, ako boli uloZené (trochu
sa posunu vloZené texty, legendy a pod.). Tieto nedostatky st sice formalneho charakteru,
lebo graf I'ahko upravite do povodneho stavu (ak si ho este s odstupom ¢asu pamitate :-),
ale dok&Zu zneprijemnit’ pozitok z uz vykonanej prace.

Ucenie a badatel'ska praca je zaujimava, Casto aj vzrusujica ¢innost’ Ked'ju vykonavame den
o den tvorivo s laskou aj ako zélubu, prind$a nam osobnu radost’ i dusevné uspokojenie.
Nevyhneme sa v3ak pritom ani rutinnej a mechanickej praci, ktortt moéze pocita¢ v znacnej

miere ulahdit’,

ZBKomerény program, cena aktualnej verzie Origin 7.5 je asi 19 000,— SKK bez DPH.
29 Alebo dvojklikom, podla distribtcie a grafického prostredia OS GNU//Linux.



CHYBY ELEKTRICKYCH MERACICH PRISTROJOV

Chyby analogovych meracich pristrojov

Pre praktickti potrebu bola zvolend a normovand charakteristika nazyvana trieda pres-
nosti étp. Trieda presnosti zahrna vsetky chyby samotného pristroja a definuje tak medznt
(maximalnu, dovolent) relativnu chybu v celom meracom rozsahu pristroja

’Amax’

O1p = 20100 (%), (73)
er

kde Apax je medznd (maximalna) absuliitna chyba pristroja a Xy, je najvdc¢sia hodnota
meracieho rozsahu. Meraci rozsah je ¢ast’ stupnice meracieho pristroja, na ktorej je mozné
merat’ s predpisanou presnostou. Najvacsia hodnota meracieho rozsahu X, je uréena

e hornou hranicou meracieho rozsahu (ked'je dolna hranica nula),
e stuctom oboch medznych hranic (ked je nula uprostred stupnice),

e rozdielom hornej a dolnej hranice (ked'je potlacena nula na stupnici).

Ked mé pristroj urcita tiedu presnosti je tym definovana jeho maximélna dovolena relativna
chyba vyjadrena v % najvacsej hodnoty meracieho rozsahu. Trieda presnosti je uvedena
na ciselniku kazdého analogového meracieho pristroja. Maximdlnu absoliitnu chybu pristroja

moZeme vyjadrit’ vztahom

er

Amax - iﬁ 5TP'

(74)

Relativna chyba meraného tidaja je

o Amax - Xmr o
brel = £ 37100 = d1p L (%),

mh mh

kde Xy je namerana hodnota. Z posledného vztahu je vidiet, Ze ¢im mensia je merana
hodnota (¢im mensia je vychylka pristroja), tym véc¢sia bude relativna chyba merania. Z toho
vyplyva, Ze pri merani analogovymi meracimi pristrojmi musime volit’ taky rozsah pristroja,

aby jeho vychylka bola ¢o najvacsia!

Priklad A

Analogovym voltmetrom s triedou presnosti dtp = 1 sme namerali na rozsahu Xp, =60V
napdtia58 VabV.
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Absolttna chyba je pri vSetkych meraniach rovnaka a je dana triedou presnosti pouZitého
voltmetra
Xmr 60
=+—1== .
100 ™ = 100 06Y

To znamend, Ze pristroj meria s presnostou £0,6 V na celej stupnici pri merani napétia 58 V

Amax ==+

aj pri merani napétia 5 V. Velkosti relativnych chyb adajov budu

_ Xme _ 60 _ .
5re1 - j:(STP th ==+1 58 = i1,03 /o,
Xmr 60
Ore] = O =41— = +12%.
el TP X 5 %

Vidiet, Ze so zniZovanim vychylky relativna chyba tidaja rychle rastie, jej zavislost’ od vy-

chylky je hyperbolicka!

3 3
RRREEY Vbl
\\\\ //// \\\\ ////
h \\\ ///0\ . \\\\ /// o
A
2,0 V
~~~— 'Ll 2’0
| | N
—

=t

Vysledok merania

I1=(3,7+0,1)A

Ampérmeter — trieda presnosti 2,0

Vysledok merania

1 U=(4,8+0,1)uV

Mikrovoltmeter — trieda presnosti 2,0

Obrazok 41: Na obrazku vidime priklady zobrazenia hodnoty pradu a napatia analogovymi meracimi
pristrojmi s triedou presnosti 2,0. Maximélna absoltitna chyba hodnoty merania bola vypocitana pomocou

vztahu

Chyby cislicovych meracich pristrojov

Cislicové (digitdlne meracie pristroje) meraj pomerne dobre len jednosmerné napétia a prady,
ostatné veli¢iny s niekolkonasobne vi&siou chybou ako presné analogové (rucickové) me-
racie pristroje, pretoZe sa u tychto pristrojov vSetky merané veli¢iny prevadzaji pomocou
usmertiovaca na jednosmerné napétie. Usmernené napitie sa dalej digitalizuje pomocou
analogovo-¢islicového prevodnika (AD). AD prevodniky vnasaju do merania d’alsie chyby:.
Nema teda zmysel overovat’ triedu presnosti analogového meracieho pristroja pomocou

bezného vreckového multimetra!

Viécsina vyrobcov &islicovych pristrojov uvadza presnost” pristroja (tzv. zdkladnii chybu)
V tvare Jgmp = £ (dmn +4), niektori v tvare Jgmp = £ (Omh +0mr ), kde
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dmh je chyba z nameranej hodnoty, byva vyjadrend v % a je v celom meracom rozsahu
konstantnd, niekedy sa za 1iu pripisuje znacka rdg (reading—¢itanie),

Omr je chyba z meracieho rozsahu, nemdzeme ju vsak jednoducho s¢itat’s chybou z name-

ranej hodnoty &, ale ju musime prepocitat’ na velkost' nameranej hodnoty <(5mr ig:; ) ;
niekedy sa za 1u pripisuje znacka FS (full scale-plny rozsah),
d je chyba udana z poctu jednotiek (digitov) posledného miesta displeja. Jej prepocet na
chybu z meracieho rozsahu zavisi od poc¢tu zobrazovanych miest displeja. Prepocet na
100 (%).

percentudlnu chybu z meracieho rozsahuje rovny dmr = potet indikovangch jednotiek

Celkovd relativna chyba cislicového meracieho pristroja je pri merani vyjadrena vztahom
X
Orel = = <5mh + Omr mr> (0/0)1 (75)
Xmh
kde X je hodnota meracieho rozsahu a X, je namerana hodnota.

Stcasné ¢islicové meracie pristroje maja automatické prepinanie rozsahov, aby bola pri me-
rani vzdy dosiahnutd maximélna presnost. Podla maximélneho po¢tu zobrazenych miest
zistime, na ktorom rozsahu multimeter prave meria. Napr. multimeter s maximélnou hod-
notou 3999 prepina pri merani automaticky rozsahy 400 mV -4V —-40V - 400 V. Multimeter
s maximalnou hodnotou 1999 prepina pri merani automaticky rozsahy 200mV -2V -20V
— 200 V. Prepinanie rozsahov na meranie ostatnych veli¢in prebieha podobne. Samozrejme
chyby kazdého multimetra pre jednotlivé rozsahy najdete v ndvode na pouZzivanie meracieho

pristroja.

Priklad B

Cislicovy voltmeter ma na rozsahu 40V zékladna chybu £(0,9 rdg+0,1 FS). Mame zistit),
relativnu chybu nameranych napéti U; =10V a U, =28 V na tomto rozsahu.

X 4
Srel(Ur) = = Sty + Omr —== ) = £ (09 +0,1 20N 4139,
U 10

X 4
S1el(Un) = = Sty + Omr —== ) = £ (0,9+0,1 20N _ 41040,
U, 28

Priklad C
Chyba &slicového multimetra s 3 3 miestnym displejom (maximélna indikovana hodnota

je 1999) je pre meranie striedavého pradu udana v tvare dp, = +(1,5% + 7dibit)lﬂ Mame
zistit’ velkost’ relativnej chyby multimetra, ked’ meriame na rozsahu 40 A prad 6 A.

30 dibit je kombindacia (skupina) dvoch binarnych &isiel (digitov) do jednej alebo Styroch kombinécii. Styri
mozné stavy pre dibit st 00, 01, 10 a 11.
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Maximélny pocet indikovanych jednotiek je 2 000.

5 d

mr = — - — 100 = —— 100 = 0,35 %.
max. pocet indikovanych jednotiek 2000

Celkova chyba ma tvar £(1,5% + 0,35FS).

Relativnu chybu uréime zo vztahu

X 40
61 =% (Smn + Omr o ) =4+ (1,54035— ) = 3,83%.
Xonh 6
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