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Mili studenti,

do rik sa Vam dostavaju studijné materialy, ktoré boli pripravené pre doktorandsky kurz , Vy-
brané open source prostriedky na vyskum, vyvoj a spracovanie dat”, organizovany v ramci rieSenia
grantovej dlohy , Skvalitnenie podmienok na pripravu vysokokvalifikovanych odbornikov v oblasti
informa¢nych technoldgii “ na Fakulte matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského
v Bratislave.

V prvom rade by som chcel v mene lektorov podakovat’ riesitelom tejto grantovej tlohy za po-
nuku na organizovanie kurzu o otvorenych, a teda aj volne pristupnych softvérovych prostriedkoch.
Kurz berieme, na jednej strane, ako Sancu na propagovanie niekolkych konkrétnych programov, kto-
rych spolo¢nou &rtou je, Ze st, podla nas, vhodné na pouzitie pri vyskume, vyvoji novych aplikécii ¢i
vyucbe na skolach s prirodovednym alebo technickym zameranim. Mohlo by sa zdat/ Ze propagécia
programov, ktoré poskytujt Sirokii funkcionalitu a navySe st aj pristupné zdarma, nie je dolezita
a ani potrebn4 — Ze takéto programy sa presadia samé. Ukazuije sa v8ak, Ze opak je realitou. Studenti,
ucitelia, vedecki pracovnici a vlastne vSetci pouzivatelia pocita¢ov si dnes vystavovani mohutnému
propagacnému tlaku zo strany vyrobcov komerénych softvérovych produktov, & uZ vo velmi pritaz-
livej forme bohatej ponuky Studijnej literattry, propaga¢nych konferencii, seminarov a workshopov
alebo vyhodnych licen¢nych pontk. Ked k tomu priratame zna¢nu zloZitost’ a navykovost’ softvéru,
ktoré vedu k istym stereotypom ohladom toho, ktory program sa na aku ¢innost’ pouziva, vidime,
Ze propagacia otvorenych produktov je doélezitd. Navyse, vo svete, kde obvykle ni¢ nie je zdarma,
a ak, tak sa za tym iste skryvaji dodato¢né podmienky, je nie celkom prirodzené, ak nie¢o zdarma
predsa len je. Radi by sme preto tieZ pribliZili principy, a to je druhd stranka nasho kurzu, na ktorych
otvoreny a slobodny softvér stoji, a ako je mozné, Ze vysokokvalitny softvér zdarma vébec médze byt,
vo svojej plnej funkcionalite a bez dodato¢nych ,,ale”.

Samotny kurz je rozdeleny na pat’ Casti — samostatnych dni. V prvej (M. Sramek) tcastnikov
obozndmime s histériou a ,filozofickym” pozadim otvoreného a slobodného softvéru, niektorymi
jeho pravnymi aspektmi, vyhodami a nevyhodami, pri¢com budeme pokracovat’ néstrojmi na vyvoj
softvéru. Témou druhej Casti (J. Busa) budti programy na pocitacovu algebru a LaTeX ako néstroj
vhodny na pisanie vedeckych publikicii a kvalifikacnych préc. Tretia ¢ast’ (M. Kauki¢) bude zame-
rand na numerické vypocty a na nastroje, ktoré sti dostupné v prostredi jazyka Python. Vo Stvrtej
Casti (5. Pegko) predstavime tabulkovy procesor Gnumeric v netradi¢nej tlohe riegenia optimaliza¢-
nych problémov a v poslednej, piatej (L. Sevéovi¢) sa budeme venovat’ spracovaniu a grafickému
zobrazovaniu experimentélnych vysledkov.

Stacastou studijnych materidlov kurzu je aj CD so vSetkymi potrebnymi materialmi a prebera-
nymi programami (P. Mann, http://people.tuke.sk/peter.mann/ubuntu/, http://people.tuke.
sk/jan.busa/kega/livecd/slovak_math_ubuntu.pdf ). Ide o tzv. Live CD, z ktorého moZno priamo
zaviest’ systém po jeho vlozeni do CD mechaniky. CD bude pouZivané pocas kurzu, avsak je mozné
ho plne legalne pouzivat’ aj inde, ¢i uz na skole alebo aj mimo nej. CD poskytuje aj mozZnost’ trvalej
in3talacie na pevny disk, ¢im sa pouZivatelom spristupni Siroké spektrum dalsich programov. Uve-
domujeme si, Ze pouZivanie novych softvérovych prostriedkov nemusi byt’ vidy bezproblémové.
Z tohto dévodu sme zriadili podporna stranku http://sk.openacademy.eu/sk/node/106| kde je
priestor na kladenie otazok a ich odpovedanie, rovnako ako aj na vyjadrovanie ndzorov a navrhov.
Registracia je volna pre vietkych, ste vitani.

Zaverom by som chcel podakovat’ vSetkym spoluautorom za vynaloZent pracu na priprave
Studijnych materidlov a samotnych prednasok. Najvac¢sim ocenenim nasej spolo¢nej snahy bude, ak
sa prostriedky, o ktorych kurz je, budti naozaj v praxi pouzivat, a to aj mimo samotného kurzu.
Dufame, Ze sa nam v tomto smere bude darit’.

Bratislava marec 2007 Milo Sramek, organizator kurzu


http://people.tuke.sk/peter.mann/ubuntu/
http://people.tuke.sk/jan.busa/kega/livecd/slovak_math_ubuntu.pdf
http://people.tuke.sk/jan.busa/kega/livecd/slovak_math_ubuntu.pdf
http://sk.openacademy.eu/sk/node/106




1 SYSTEM POCITACOVEJ ALGEBRY MAXIMA

Jan BUSA
Katedra matematiky, FEI
Technicka univerzita v Kosiciach

1.1 Uvod

Program MAXIMA patri medzi tzv. systémy pocitacovej algebry (SPA), ktoré umozniuji vykondvanie
symbolickych aj numerickych vypoctov (rieSenia rovnic, derivovania, integrovania, a pod.) na poci-
taci. Jednym z prvych SPA bol program Macsyma (projekt MAC’s SYmbolic MAnipulator), ktorého
vyvoj sa zacal v roku 1968 v MIT (Massachusetts Institute of Technology), pozri (SOUZA, FATEMAN,
MOSES a YAPP}2004). Medzi dalsie SPA patrili od zaciatku systémy Reduce, CAMAL, Mathlab-68, PM
a ALTRAN. Vyrazny skok nastal, az ked’ sa objavili programy Maple (1985) a Mathematica (1988),
in$pirované SPA Macsyma. Spometime eSte MuPAD a Derive.

Maxima je pokracovatelom SPA Macsyma. Bola navrhnuta a udrziavana profesorom Williamom
F. Schelterom z Univerzity v Texase od roku 1982, aZ do jeho smrti v roku 2001. V roku 1998 ziskal od
Oddelenia energie (Department of Energy) stthlas na zverejnenie zdrojového kédu programu DOE
Macsyma pod licenciou GNU Public License a v roku 2000 inicializoval na SourceForge projekt MA-
XIMA, na ddrzbu a vyvoj SPA DOE Macsyma pod terajsim ndzvom MAXIMA. MAXIMA teda patri me-
dzi programy s otvorenym zdrojovym kédom — OPENSOURCE softvér. Program je moZzné kompilovat’
v roznych OS, vratane Windows, GNU/Linuxu a MacOS X. Predkompilovany sa d4 pre GNU/Linux
a Windows bezplatne ziskat'na stranke http://sourceforge.net/project/showfiles.php?group_
1d=4933 SourceForge.

Maxima je systém na manipuldciu so symbolickymi a numerickymi vyrazmi, vratane derivova-
nia, integrovania, vypoctu Taylorovych polynémov, Laplaceovej transformacie, rieSenia oby¢ajnych
diferencialnych rovnic, systémov linedrnych rovnic. Pracuje s polynémami, mnoZinami, zoznamami,
vektormi, maticami a tenzormi. UmoZtiuje ziskat’ velmi presné vysledky pouzitim presnych zlom-
kov a celych i desatinnych &isel s Iubovolnou presnostou. Zobrazuje grafy funkcif jednej aj dvoch
premennych.

Na stranke http://maxima.sourceforge.net/ nijdete mnoZzstvo zaujimavych informacii, tyka-
jucich sa nielen programu MAXIMA, ale aj dalsich OPENSOURCE SPA a OPENSOURCE matematického
softvéru. Rozsiahla dokumentécia, uvedend aj v zozname pouZitej literattiry, sa nachddza na stranke
http://maxima.sourceforge.net/docs.shtml,

Z vyssie uvedeného vyplyva, Ze SPA MAXIMA sa d4 vyuZit’ v r6znych oblastiach vyskumu a vy-
ucby. Kazdy moze tento systém vyuzivat’ za rovnakych podmienok (bezplatne) aj po ukonéeni stadia.
Tato kapitola je vyberom z ucebice (BUSA| 2006), ktorej cielom je oboznamit’ Citatela s intalaciou pro-
gramu a so zdkladnymi tlohami, ktoré sa s jeho pomocou dajt efektivne riesit. Podrobny popis
poskytuje rozsiahly (MAXIMA MANUAL, 2005). Je zrejmé, Ze mnohé prikazy v stru¢nom popise nie sti
ani spomenuté, nielen opisané. DoleZité je urobit’ prvy krok. Verime, Ze tato kapitola Vam tento prvy
(ale rozhodny) krok ulahdi.


http://sourceforge.net/project/showfiles.php?group_id=4933
http://sourceforge.net/project/showfiles.php?group_id=4933
http://maxima.sourceforge.net/
http://maxima.sourceforge.net/docs.shtml
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1.2 Prvé kroky
1.2.1 Instaldcia programu MAXIMA

V tomto oddiele popiSeme instalaciu programu MAXIMA v operaénych systémoch Windows a GNU-
/Linux. Na stranke

http://sourceforge.net/project/showfiles.php?group_id=4933

je mozné néjst’ a stiahnut’ si instala¢né rpm stibory pre OS GNU/Linux a stibor maxima-5.11.0b. ex{]
pre OS Windows.

Proces instalacie v OS Windows odstartujeme spustenim instalainého stiboru. Potvrdime volbu
grafického prostredia WXMAXIMA, ktoré zjednodusuje pracu s programom MAXIMA.

Pri instalacii programu WXMAXIMA v OS GNU/Linux postavenych na Debiane je problém, Ze
program MAXIMA skompilovany s GNU/Lispom nebude fungovat’s programom WXMAXIMA. Tento
nedostatok je mozné riesit’ skompilovanim programu MAXIMA bud’s balikom c1isp alebo s balikom
cmucl. Uvedieme postup instalécie s balikom cmucl:

1. odinstalujeme stard verziu programu MAXIMA aj balik gcl:

sudo apt-get remove —--purge gcl maxima

2. nainstalujeme balik cmucl:
sudo apt-get install cmucl

3. stiahneme najnovsie zdrojaky programu MAXIMA:
http://prdownloads.sourceforge.net/maxima/maxima-5.11.0.tar.gz?download (momen-

talne je najnovsia verzia 5.11)

4. skompilujeme program MAXIMA s balikom cmucl namiesto gcl:
tar xzf maxima-5.11.0.tar.gz
cd maxima-5.11.0
./configure --enable-cmucl

make install

5. nainstalujeme program WXMAXIMA (akceptujte vSetky zavislosti!):

apt-get install wxmaxima

Tymto je instalacia ukoncena, teraz uz moéZeme spustit’ program MAXIMA s grafickou nadstavbou
wx, napr. z prikazového riadku zapisanim prikazu wxmaxima a odoslanim kldvesom ENTER.

Dalej budeme predpokladat, Ze ste si program nainstalovali a mate moznost’ jednotlivé ukazky
overit’ samostatne. Nie je to sice nutné, ale takéto Sttidium bude urcite efektivnejsie.

1.2.2 Prostredia programu MAXIMA

V knihe The Maxima Book autorov (SOUZA, FATEMAN, MOSES a YAPP, [2004) st popisané viaceré pro-
stredia programu MAXIMA. Okrem vyssie spomenutych grafickych prostredi WXMAXIMA a XMAXIMA

je mozné pouzit’ prostredia:

o termindl — p6vodné prostredie, praca v prikazovom riadku,

1 Alebo novsi.


http://sourceforge.net/project/showfiles.php?group_id=4933
 http://prdownloads.sourceforge.net/maxima/maxima-5.11.0.tar.gz?download 
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e editor Emacs — prepracované negrafické prostredie, umoziuje kombinovat’ vstupy a vystupy
programu MAXIMA s textom a po ich kompilacii programom TeX/IATEX vznikne typograficky
kvalitny dokument,

o TpXmacs — vedecky WYSIWYG editor, spolupracujtici s roznymi SPA. D4 sa vyuZivat’ moZnost’
vystupu programu MAXIMA vo formate TgX,

e dalsie prostredia nie je odporucané pouzivat, nie su kvalitne udrziavané.

1.2.3 Spustenie programu MAXIMA

V Linuxe spustime program MAXIMA v prikazovom riadku terminalu prikazom maxima alebo xmaxima.
Po potvrdeni stlacenim kldvesu ENTER sa otvori okno programu MAXIMA alebo grafického prostre-
dia xMaxima. V OS Windows klikneme na ikonku WXMAXIMA (dalej budeme popisovat’ tuto moz-
nost’) alebo XMAXIMA, ¢im zvolime grafické prostredie programu MAXIMA. Prikazy moZeme zadavat’
v prikazovom riadku programu alebo pouzijeme polozky menu, ku ktorym sa dostaneme pouzitim
tlacidiel na hornej liste.

Po kliknuti na ikonku program WXMAXIMA sa na obrazovke objavi okno, v hornej ¢asti ktorého
sa nachadza lista so zékladnou ponukou (obrazok [I). Polozky na liste prostredia WXMAXIMA pre-
sktimame neskoér. Ni¢ Vam vSak nebrani pootvarat”ich a presved¢it’ sa o bohatych moznostiach SPA
MAXIMA.

< wxMaxima 0.7.0a [ unsaved ]

File Edit Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify  Plotking  Mumeric Help
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Obrézok 1: Polozky menu programu MAXIMA

INPUT:
Simplify: SirnpliFy {r) Fackor Expand Solve... Plok 2D...
Simnplify: (br) Expand {tr) Reduce (tr) Rectform Solve ODE. .. Plat 30...

Obrazok 2: Prikazovy riadok

V dolnej ¢asti sa nachadza vstupny riadok (obrazok [2), v ktorom sa zadavaja prikazy programu
MAXIMA a pod nim sti umiestnené tlacidla vybranych funkcii programu MAXIMA.

Mobzeme ho vyskisat’a postupne zadat), napriklad, prikazy uvedené v nasledujticej ukazke v riad-
koch, zac¢inajtcich sa znakmi (%i*), kde * je poradové ¢islo vstupného riadku. Zadanie kazdého
riadku potvrdime kldvesom ENTER. V prvom riadku zaddvame prikaz na rieSenie kvadratickej rov-
nice x2 + 2x + 3 = 0, ktord ma dva komplexné korene x1, = —1 4 i+/2. Vypis je v symbolickom

tvare, a preto dalej vypisujeme 2. rieSenie v desatinnom tvare s nastavenymi rdznymi presnostami.
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(S
(%50l)
(&12)
(502)
B
(503)
(%1i4)
(%o0d)
(%1 5)
(%05)
(%i6)
(%o8)
(%17)
(%207)

solve (X"24+42*%x2+3) ;
[x=-~l2%i -1, x=a231-17
$50l[Z2] s float;
x=1.414213562373095 %1 -1
fpprec @ 4;

4

$0l[2],float;
x=1.4142135623730595 %1 - 1
50l[Z2] rbfloat;

x=1.414b0%1i — 1. 0bO

fpprec : 50;

50

50l[Z2] fbfloat;
x=1.414213562373005048E80158872420965807856967187537700 %1 — 1. 0b0

Vidime, Ze z dvoch prikazov — float a bfloat — na vypis ¢isla s plavajicou desatinnou bodkou

(anglicky floating point) len druhy reaguje na zmenu nastavenia poctu desatinnych miest prikazom

fpprec (floating point precision).

1.2.4 Help programu MAXIMA

Grafické prostredie WXMAXIMA poskytuje pomocnt informéciu uZivatelovi prostrednictvom polozky
Help (obrazok 3).
Online Maxima help v prvom riadku otvorime aj stla¢enim kldvesu F1. Prikazy v d'al$ich riadkoch

—describe, example a apropos — je mozné zadavat’ aj v prikazovom riadku, teda sa daji vyuZzivat’ aj

v terminalovom rezime programu MAXIMA. VyskuiSajme ichE|

Murneric | Help

Maxima help F1
Describe Zkrl-H =
rocefo,  Example

orge.| @PrOPOS

Show tip
L 2.6

Build info
censeg

Bug repork
Schel

bk

Kim-ﬂ . T Il= = LIl == =11 b

Obrazok 3: Moznosti polozky Help

2Pri dlhych vypisoch pokraduje MAXIMA v dalSom riadku. Na§ vypis moze byt rozdeleny v inom mieste.
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(%18) apropos(’pl);

(%08) [pl,playback,plog,plot,plot2d,plot2dopen,plot2d_ps,
plot3d,plotheight,plotmode,plotting,plot_format,plot_options,
plot_realpart,plus]

Vsimnite si apostrof ’ za otvaracou zatvorkou prikazu apropos. Netradi¢ne je len jeden, bez parového
kamaréata na konci vyrazu pl. Iste ste uz pochopili, Ze funkcia apropos nam pomaha spomentt’ si
na presny nazov prikazu. Tato funkciu v niektorych systémoch plni klaves TAB, umoziiujuci vypis
vietkych funkcii, ktorych nazvy majt na zaciatku dany vyraz.

(%19) describe(plot2d);

0: plot2d :(maxima.info)Definitions for Plotting.

1: plot2d_ps :Definitions for Plotting.

Enter space-separated numbers, ‘all’ or ‘none’:

Still waiting: O;

—-- Function: plot2d (<expr>, <range>, ..., <options>, ...)
—-- Function: plot2d (<parametric_expr>)

-- Function: plot2d (<discrete_expr>)

Displays a plot of one or more expressions as a function

of one variable.

See also ‘plot_options’, which describes plotting options
and has more examples.
(%09) false

Funkcia describe ("nézov") vypiSe popis zadaného prikaqu tejto ukazke program ¢aké na Speci-
fikaciu prikazu, kedZe vyraz plot2d je na zaciatku nazvu dvoch funkcii. Po zadani volby a potvrdeni
klavesom ENTER nasleduje V}’/pislz_f]

Funkcia example (nazov) poskytne ukazky pouzitia zadaného prikazu. Nasledujuci priklad uka-
zuje vysledok roéznych substitticii, uskutoénenych prikazom substE] K opisu jeho syntaxe sa eSte
vratime neskor:

(%110) example(subst);

(%i11) subst(a,y+x,y+(y+x) "2+x)
(holl) y+x+a™2

(%i12) subst(-%i,%i,b*%i+a)

(ho12) a-%i*b

(%113) subst(x,y,y+x)

(%013) 2*x

(%i14) subst(x = 0,diff(sin(x),x))
(%o14) 1

3Nazov je mozné zadat’ aj bez tvodzoviek.
“Vynechali sme vyse 80 riadkov réznych uZitoénych rad tykajtcich sa pouZitia funkcie plot2d.
5Zobrazili sme len netiplny vypis prikladov.
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1.2.5 Ukoncenie ¢innosti programu MAXIMA

V terminalovom rezime ukonéime pracu programu prikazom quit () ;. Prazdne zatvorky na konci

st povinné:

(%115) quit;

(%015) quit

(%i16) quitQ;

CLIENT: Lost socket connection ...

Restart maxima with ’Maxima->Restart maxima’.

V grafickom rezime WXMAXIMA ukonéime ¢innost” programu MAXIMA prostrednictvom menu —
File/Exit alebo zadanim Ctrl Q.
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1.3 Cisla, vyrazy a funkcie
1.3.1 Vyrazy a priradenia

Vyrazy sa zadavaji pomocou obvyklych znakov operdcii a okrthlych zatvoriek. Umocnenie sa
zadéva znakom " alebo pomocou **. Na konci prikazu sa zadéava bodkociarka ; alebo, ak chceme
potladit’ zobrazenie vystupu, znak doléra $. V jednom riadku moéZeme zadat’ niekol'ko prikazov.

(%i1) a:3$ b:4$ a+b;
(%i2)

(%i3)

(%ho3) 7

(%i4) a*x*3;

(%o4) 27

Ako je vidiet, znakom priradenia slizi netradi¢ne dvojbodka : a nie =! V riadku %i1 sme premennym
a a b priradili hodnoty bez ich zobrazenia, potom sme vypocitali a zobrazili hodnotu a + b.
1.3.2 Rozne spdsoby zobrazenia vyrazov

x
Zadajme vyraz ———:
mevy Va2 41
(215 wfasgroilxtEely;

(%05)
(%516)
Medzi podpolozkami menu v zalozke Maxima (obrazok ) najdeme moznost’ zmeny zobrazovania
vystupu kliknutim na Change 2d display. Otvori sa dalsie okienko, zobrazené na obrézku

Vyberieme, napriklad, volbu ascii a potvrdime ju. Po opidtovnom zadani vstupu (%i5) sa vystup
zmeni na nasledujuci:

(%16) set_display(’ascii)$
ChiT) %ib;

(ho?)  mmmmm——————=
sqrt(x + 1)

Pri zadani volby none bude zobrazovanie linearne (jednorozmerné), ked’ sa vyrazy zapisuju do
jedného riadku:

(%18) set_display(’none)$
(%i9) %ib;
(%09) x/sqrt(x~2+1)
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Fil=  Edit | Maxima Equations

Interrupk

v wxMaxima 0.7.0a [ unsaved ]

flgebra  Calculus  Sir

Ckrl-3 |

Restart maxima
Clear memory AWma
add to path ba 3 1ma
Show Functions Lisp
Shio definiti

o e !nl ion CNT P
Show wariables
Delete Funckion v oof 1
Delets variable vers i
Toggle tirme display r o info:
Change 2d display
Display Tek Form

Obrézok 4: Volby programu MAXIMA

Display algorithm

ascii
none

Select math display algorithm

|

Obrézok 5: Rezim zobrazovania vysledkov

K povodnému krajSiemu a prijemnejSiemu zobrazovaniu vysledkov sa v grafickom prostredi

WXMAXIMA vratime volbou xm1:
(%110) set_display(’xml)$
Na zaver spomerime eSte moZnost’zapisat’ vystup

(%i11) tex(x/sqrt(x~2+1));
$${{xF\over{\sqrt{x"2+11}1$$

(%o011) false

(%i12) tex(%05);
$${{xH\over{\sqrt{x"2+1}}\legno{\tt (\%05)}$
(%ho12) (%05)

vo formaéte typografického programu TgX:

$
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Na vstupe funkcie tex mdZeme zadat’ bud’ samotny vyraz alebo jeho odkaz na neho, pripadne jeho
nazov. Pri volani funkcie tex je moZzné vystup zapisat’ do zadaného stiboru.

Prikaz kill

Prikazom kill mdZeme odstranit’ premenné s ich vSetkymi priradeniami a vlastnostami z aktu-
alneho pracovného prostredia programu MAXIMA:

(%113) kill(a);
(%013) done
(hi14) a;
(%014) a

1.3.3 Zapis znamych konstant

V nasledujucej tabulke uvadzame zoznam konstant pouzivanych programom MAXIMA:

konstanta MAXIMA
e — Eulerovo ¢&islo he

i —imaginarna jednotka hi

7 — Ludolfovo &islo %pi

oo — redlne kladné nekonec¢no inf

—oo —realne zaporné nekone¢no | minf

oo — komplexné nekone¢no infinity
loz — logicka konstanta false
pravda —logicka konstanta true

Aj konstanty, ktoré st sti¢astou vypocitanych vysledkov, uvddza MAXIMA znakom .

1.3.4 Volba presnosti vypoctu a zobrazovania redlnych &isel

MAXIMA dokaZe pracovat’s presnymi redlnymi ¢islami, zapisanymi v symbolickom tvare. O tom, ¢i sa
¢isla zapisuju v symbolickom tvare alebo v tvare desatinnych ¢isel rozhoduje nastavenie premennej
numer.

V grafickom prostredi WXMAXIMA mdZeme format vypisu ovplyvnit’' v zalozke Numeric, kde sa
dé volbou Toggle numeric output prepinat’medzi symbolickym a dekadickym Zépisomﬂ

(%i15) numer:true;
(%o15) true

(%i16) sqrt(5);

(%o016) 2.23606797749979
(%i17) numer:false;
(%017) false

Z neznamych dévodov sa to netyka Eulerovho &isla e! V desatinnom tvare ho vypiSeme prikazom %e,numer alebo
float (%e) (su aj dalsie moZnosti).



18 J. Busa

simplify  Platting | Mumeric  Help

Toggle numetic oukpukt
To float
axXima.sou.  Tobigfloat

4.50urocef Set precision ...

(L) GOL 2,607 (aka ECL)

Obrizok 6: Polozka Numeric

(%hi18) Y%e;

(%018) Ye

(%i19) Y%e,numer;

(%019) 2.718281828459045

Maxima zobrazuje standardne 16 cifier desatinnych ¢isel (medzi nimi sa eSte zobrazuje desatinné
bodka). Zmenou hodnoty premennej fpproc moéZzeme dosiahnut’ ind presnost), ktora sa vsak prejavi
len pri pouZiti vystupu bfloat (Big Float, pozri obr.[f), nie float — ten zobrazuje vzdy rovnako.
Presnost” moZeme prakticky neohranic¢ene zvysit’ aj zniZit. Hodnotu fpprec je moZzné zmenit’ aj
lokéalne (pozri riadok (%i23)) v ramci jedného prﬂ(aZLﬂ

(%i20) fpprec:40;

(%020) 40

(%i21) Y%pi,bfloat;

(%021) 3.141592653589793238462643383279502884197b0
(%i22) float(%pi);

(%022) 3.141592653589793

(%123) bfloat(¥%pi), fpprec=13;

(%023) 3.14159265359b0

(%i24) %e, bfloat;

(%024) 2.718281828459045235360287471352662497757b0

1.3.5 Komplexné ¢isla

Komplexné ¢isla mdzeme zadat’ v algebrickom tvare pouZitim konstanty %i — imaginarnej jednotky
programu MAXIMA:

(%125) =z1:2+3x%%i;

(%025) 3%+ 2
(%i26) z2:4-5%%1i;
(%026) 4 - 5 %i

7Zhodou okolnosti by sme rovnaky vysledok ziskali pri nastaveni £pprec=12, program MAXIMA po zaokrthleni nevypisal
poslednti nulu.
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Vysledok sticinu dvoch ¢isel by sme radsej videli priamo v zjednodusenom tvare. Toto dosiahneme

az pouzitim prikazu expand alebo prikazu rectform:

(hi27) z1%z2;

(%ho27) (4 -5 %) (3% + 2)
(%i28) expand (%) ;

(%028) 2 %i + 23
(%i29) rectform(zix*z2);

(%029) 2 %i + 23

V pripade podielu dvoch komplexnych ¢isel vSak pomoze uz len prikaz re ctfor

(%130) z1/z2;

3%+ 2
(ho3o) — mmmmmm—-
4 - 5 %i
(%i31) expand(%);
3 %i 2
(31 s + e

(%1i32) rectform(z1/z2);
22 i 7
(%032) ————— - -
41 41

Samozrejme méame k dispozicii redlnu a imaginarnu zlozku komplexnych ¢isel:

(%133) realpart(zil);
(%033) 2
(%134) imagpart(z1/z2);
22
(%034) -
41

Komplexné ¢islo v algebrickom tvare mdzeme vypisat'v exponencidlnom tvare:

(%i35) z3:2+2%Yi;
(%035) 2 %1+ 2
(%136) polarform(z3);
%i %hpi
3/2 4
(%036) 2 Y%e

8Vysktigajte samostatne, ako v pripade stcinu aj podielu komplexnych ¢isel funguje funkcia trigrat.
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Prikazmi abs a carg ziskame absoltitnu hodnotu (modul, velkost’) a argument komplexného &isla:

(%i37) abs(z3);

3/2
(%037) 2
(%138) carg(z3);
%pi
(%038) -
4

Ak zaddme komplexné ¢islo v exponencidlnom tvare, mdze byt’ transformované na algebricky
tvar, ak sa to da urobit’ presne (bez pouzitia funkcii sinus a kosinus). V8imnite si, ako sa &islo zs
(s iracionalnymi zlozkami) zmenilo na pribliZzné s raciondlnymi zlozkami po priradeni v riadku
(%142). Porovnajte eSte rozdiel pri pouziti funkcii numer a float:

(%i39) z4:3%exp(2%%i*)pi/3);
sqrt(3) %i 1

(%039) 3 (—mmmmmm——— - )
2 2
(%140) rectform(z4);
3/2
3 i 3
(%o40)  mmeeeee - -
2 2

(%i41) z5:exp(24%ix¥%pi/17);

17
(%041) %he
(%142) z5:exp(2x%ixJpi/17) ,numer;
(%042) 0.36124166618715 %i + 0.93247222940436
(%143) z5;
(%043) 0.36124166618715 i + 0.93247222940436

(%i44) exp(2%%ix%pi/17),float;
0.11764705882353 i J%pi
(%044) %e

1.3.6 Operatory prirad'ovania

Operétor : pouZivame na priradenie hodnét alebo vyrazov premennym. Tymto spdsobom vsak
nedefinujeme funkcie:

(%145) y:x"2-x+1;
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(%045) x - x+1
(%146) y(2);
2
y evaluates to x - x + 1
Improper name or value in functional position.
-- an error. Quitting. To debug this try debugmode(true);

2

Ako vidime, y = x° — x + 1 nie je funkcia, je to len vyraz. Ak chceme ziskat’ hodnotu vyrazu napr.

pre x = 2, musime do vyrazu y dosadit’ &slo 2 namiesto x:

(%i47) subst(2,x,y);
(%047) 3

Treba si davat’ pozor na poradie premennych vo funkcii subst. Porozmyslajte, o bude vysledkom
prikazov subst (y,x,2) alebo subst (x,2,y):

(%148) subst(y,x,2);
(%048) 2
(%i49) subst(x,2,y);
x
(%049) x -x + 1

Ak chceme vytvorit’ funkciu argumentu x, musime pouzit’ priradenie s operatorom : =. Napriklad:

(%i50) f(x):=x"2-x+1;

2
(%050) f(x) :(=x -x+1
(%i51) £(2);
(%051) 3

1.3.7 Funkcie

.....

dardné programovaciejazyky. Ich zoznam je uvedeny na stranach 441-451 v knihe (MAXIMA MANUAL,
2005), v ktorej néjdete aj ich popis. Nizsie uvadzame len niektoré z nich. Nezabudnite, Ze na ziskanie
cennych informécif o prikazoch a funkciach moézete pouzit’ funkcie describe a example.

Préca s redlnymi ¢islami
Na pracu s redlnymi ¢islami ma MAXIMA nasledujtce:

funkcie: bffac, bfloat, bfloatp, bfpsi, bfpsiO, cbffac, float,

floatnump, ?round, 7truncate a

premenné: algepsilon, bftorat, bftrunc, float2bf, fpprec,
fpprintprec.
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Popis najdete v kapitole 10 knihy (MAXIMA MANUAL), [2005).
Trigonometrické funkcie

MAXIMA poznd nasledujuce trigonometrické funkcie: acos, acosh, acot, acoth, acsc, acsch, asec,
asech, asin, asinh, atan, atan2, atanh, cos, cosh, cot, coth, csc, csch, sec, sech, sin, sinh, tan,
tanh. Na manipuldciu s vyrazmi obsahujticimi trigonometrické funkcie sltzia funkcie trigexpand,
trigreduce, trigsimp, trigrat. Baliky atrigl, ntrig a spangl obsahuju dalsie pravidla zjedno-
dusSovania trigonometrickych funkcii. Ak sa chcete dozvediet’ viac, precitajte si kapitolu 15 knihy
(MAXIMA MANUAL, [2005).

MAXIMA pozné aj niektoré hodnoty trigonometrickych funkcii. Napriklad:

(%152) ratsimp(sqrt((1-cos(%pi/4))/2));
sqrt(sqrt(2) - 1)
(ho52)  mememmememeeeees

(%i53) tan(%pi/8);

(%053) tan(%pi/8)

(%i54) ratsimp(’);

(%054) tan(%pi/8)

(%155) load(spangl);

(%055) C:/PROGRA~1/MAXIMA~1.0/share/maxima/5.10.0/share/
/trigonometry/spangl.mac

(%156) tan(%pi/8);

(%056) sqrt(2)-1

Niekedy by sme ocakavali, Ze MAXIMA vyda vysledok trigonometrickej funkénej hodnoty v al-
gebrickom tvare (o je sice krajsie a vhodné na dalsie upravy, ale mozno nie jednoduchsie z hladiska
vypoctovej naro¢nosti). Napriklad:

(%i57) sin(a/2);
(%057) sin(a/2)
(%i58) sin(%pi/8);
(%058) sin(%pi/8)

Nasledujticim prikazom spristupnime pouzitie vzorcov pre polovi¢ny uhol (treba si vSak uvedomit),
Ze vzorec je platny len pre urcité uhly):

(%159) halfangles:true$
(%i60) sin(a/2);

(%060) sqrt(l-cos(a))/sqrt(2)
(%i61) sin(%pi/8);

(%061) sin(%pi/8)

(%162) subst(%pi/4,a,%060);
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(%062) sqrt(1-1/sqrt(2))/sqrt(2)
(%163) radcan(%062);
(%063) sqrt(sqrt(2)-1)/2"(3/4)

441

Hoci program MAXIMA uZz ,,pozna” vzorce pre polovi¢né uhly, nenapadne ho, Ze ich mé v riadku 61
pouZit’ﬂ Poradime si vSak tak, Ze pouzijeme substitticiu za a v riadku 62. Na zdver sme este pouzili
jeden zo zakladnych spdsobov zjednodusSovania vyrazov obsahujticich odmocniny (radikaly).

Ak by ste pracovali s trigonometrickymi funkciami, je potrebné nastudovat’ dalsie bohaté moz-
nosti, na zac¢iatok moéZeme odporudit’ knihu (MAXIMA MANUAL) [2005).

Speciilne funkcie

Hoci $peciélne funkcie samozrejme tvoria sticast’ programu MAXIMA, nebudeme sa venovat’ ich
popisu. Téato tématika vychadza za rdmec tejto tivodnej ucebnice. Ak na svoju pracu potrebujete
Specialne funkcie, otvorte kapitoly 16 a 18 knihy (MAXIMA MANUAL), 2005).

1.3.8 Prostredie ev

Vsetky operacie programu MAXIMA sa uskuto¢tiuji v nejakom prostredi, v ktorom systém pred-
pokladé platnost’ uréitych podmienok, ktoré sa daja menit. Casto potrebujeme zmenit’ spravanie
systému pri nejakych vypoctoch bez toho, aby sme vykonali globdlne zmeny. Na to MAXIMA posky-
tuje prikaz e ktory je jednym z najvykonnejSich a ktory umoziiuje definovat’ lokdlne prostredie
v ramci jedného prikazu. Ak uZivatel zvladne pracu s funkciou ev ¢o najskér, ziska velka vyhodu
a uzitok. V tomto oddieli ukédzeme len niektoré moznosti tohoto prikazu. Podla priru¢ky (RAND,
2005) ma tato funkcia nasledujticu syntax:

ev(a,bl,b2,...,bn)

Vyraz a sa vyhodnoti pri platnosti podmienok by, b, ..., by. Tymito , podmienkami” moZzu byt’ aj
rovnice, priradenia, slova (napriklad numer alebo diff).
Ako prvy uvedme jednoduchy priklad rieSenia linearnej algebrickej rovnice:

(%i64) ev(solve(a*x+b=0),x,a:3,b=12);
(ho64) [x=-4]

(%i65) a;

(%065) a

Vidime, Ze (r6zne) priradenia hodno6t premennym a a b vo vnitri prostredia ev sd len lokélne.
V nasledujticom riadku 65 nemé premennd a priradent hodnotu.

Nasledujtci priklad je prevzaty z priruc¢ky (SOUZA, FATEMAN, MOSES a YAPP,[2004), kde najdete aj
daalsie priklady:

9Pri priprave textu sa ndm podarilo dosiahnut’ aj stav, ked' program MAXIMA samostatne upravil vyraz sin(7t/8). Nepodarilo
sa nam vSak tento stav zopakovat’ znova.
O¢v je asi skratka od evaluate.
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(%i66) a:9/4;

(ho66) 9/4

(%167) exp(a);

(%ho87) ‘%he~(9/4)

(%168) ev(exp(a),float);
(%068) 9.487735836358526

a v podobnom duchu dalej:

(%169) ev(exp(a*x));

(%069) Y%e~ ((9%x)/4)

(%170) ev(exp(axx),float);
(%070) %e~ (2.25%x)

(%i71) ev(exp(a*x),x=2);
(ho71) %he~(9/2)

(%172) ev(exp(a*x) ,numer,x=2) ;
(%072) 90.01713130052181

1.3.9 Funkcie assume a forget

V niektorych situadcidch je dobré predpokladat’ splnenie urcitych podmienok. Pomocou prikazu
assume — , predpokladajme” — ozndmime programu MAXIMA potrebnti informécqu] Syntax prikazu
je

assume (predikat_1,predikat_2,...,predikat n)

Predikéty predikat_1i, predikat_2, ..., predikat_n mozu byt’ len vyrazy zaddvané pomocou relac-
nych operétorov <, <=, equal, notequal, >=a >
Platnost’ predpokladu zadaného prikazom assume (predikat) zrusime prikazom forget (predikat):

(%173) sqrt(a”2);
(%073) lal

(%i74) assume(a<0);
(%ho74) [ax<0]

(%i75) assume(a>=0);
(%075) [inconsistent]
(%i76) assume(a<=0);
(%076) [redundant]
(%1i77) sqrt(a~2);
(%ho77) -a

(%i78) log(a~2);
(%078) 2*log(a)
(%1i79) log(-1) ,numer;
(%o79) 3.141592653589793*),1

11V napovede SPA MAXIMA sa odpordéa zoznamit’ sa aj s pojmami is, facts, context a declare.
12Podmienku 1 # —1 zaddme v tvare notequal (n,-1), podobne sa pouZije operator equal.
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(%180) float(log(1+%i));

(%081) 0.78539816339745%%i+0.34657359027997
(%181) forget(a<0)$

(%i82) sqrt(a~2);

(%082) |al

Riadky 75 a 76 ukazujti reakciu SPA MAXIMA na pokus predefinovat’ uz existujtici predpoklad. Zmenu
predpokladu mézeme uskutoc¢nit’ az po jeho ,zabudnuti “ prikazom forget — zabudni. Riadok 78
sved¢i o tom, Ze MAXIMA neoveruje podmienku kladnosti vstupného argumentu logaritmu. Vysvet-
lenim méZe sltzit’ riadok 79. Program MAXIMA totiZ dokaZe pracovat’s logaritmami zapornych (ale
aj komplexnych — pozri riadok 80) éiselFE]

1.3.10 Prikaz declare

Podobna funkciu ako prikaz assume plni prikaz declare(al,vi,a2,v2, ...), kde ,atom” ai ma
vlastnost’ vi. Tento prikaz umoziiuje definovat’ velky pocet roznych vlastnosti nielen pre premenné,
pre ktoré uvedieme niekolko prikladov. Zruenie predpokladu (i premennej) mozeme uskutoénit’
prikazom kill

(%183) (-1)°n;

(%083) (-1)°n

(%i84) declare(n,even)$

(%185) (-1)"n;

(%085) 1

(%186) declare(n,odd)$

Inconsistent Declaration: declare(n,odd)
-- an error. Quitting. To debug this try debugmode(true);
(%i87) kill(n)$

(%188) declare(n,odd)$

(%i89) (-1)"n;

(%089) -1

(%190) kill(n)$

(%191) limit(sin(%pi*n),n,inf);

(%091) ind

(%192) declare(n,integer)$

(%193) 1limit(sin(%pi*n),n,inf);

(%093) 0

(%i94) abs((-1)"n);

(%094) |(-1)"n|

Riadok 86 sved¢i o tom, Ze deklaracia sa neda zmenit’ opatovnym pouzitim prikazu declare. Hoci
vysledok v riadku 93 je ocakadvany pre celo¢iselnt hodnotu 7, nie je jasné, preco MAXIMA nedokéaze
urcit’ absolttnu hodnotu v riadku 94.

13Bez hibgieho ttidia programu MAXIMA je nemo#né povedat’, ako sa d4 zuZit’ oblast’ vstupnych argumentov logaritmu len
na kladné reélne ¢isla, aby sme ziskali , klasicky” logaritmus.
4Iny spésob zrugenia platnosti deklaracie sme zatial nenagli.
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1.4 RieSenie niektorych tiloh matematickej analyzy
Medzi tilohy matematickej analyzy patria:

e vypocet limit,

e derivovanie funkcii,

e vypocet Taylorovho polynému funkcii,

e vySetrovanie priebehu funkcii vratane zobrazenia ich grafov,

e integrovanie funkcii,

e vySetrovanie extrémov funkcif viacerych premennych,

e rieSenie diferencidlnych rovnic,

e posudzovanie konvergencie ¢iselnych radov,

o Laplaceova transformaécia.

Funkcie, uréené na rieSenie Standardnych tloh, ndjdeme v polozke menu Calculus (pozri obra-

zok[7).

15 Algebra|calcu|us Simplify  Plotting  Mumeric Help

| Q | 6 Integrate ...
————— Rischintegration ...

3 Attp. change variable ... orge
BEttp: 7 Differentiate ... .net
Fird lirnit ...
“ommot Get series ... 6.7
de¥ the Pade approzimation ... B G
he mami Calculate sum ... TEE

Caloulate product ...

Laplace kransform ...

spoxrti: Inverse Laplace transform ...
Greatest common divisor ...
Least common multiple ..,
Divide polvnomials ..
Partial Fractions ...,
Zontinued Fraction

lopmeni Th

Obrazok 7: Polozka Calculus hlavného menu

V tomto oddiele ukdZeme, ako sa pomocou SPA MAXIMA riesia niektoré dlohy matematickej
analyzy. Podrobnejsie je rieSenie tloh matematickej analyzy popisané v ucebnice (BUSA} 2006).

1.4.1 RieSenie obycajnych diferencidlnych rovnic

MAXIMA poskytuje niekol’ko funkcif na riegenie diferencialnych rovnic podobne ako, napriklad, Maple
(pozri knihy (D]AKONOV, 2003} [KREYSZIG a NORMINTON, 2006))). V tomto oddiele budeme vyuZzivat’
najmaé prirucku (SOUZA, FATEMAN, MOSES a YAPP, 2004).

Zaklad vybavy na rieSenie diferencialnych rovnic tvoria dve funkcie:
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ode2 - riesi obycajné diferencidlne rovnice 1. a 2. radu;
desolve - riesisystémy obycajnych linearnych diferencidlnych rovnic s konstantnymi koeficientmi,

na rieSenie MAXIMA vyuZziva Laplaceovu transformaciu.

V prostredi WXMAXIMA sa ku funkcidm na rieSenie diferencidlnych rovnic dostaneme cez polozky
menu Equations/Solve ODE a pod. (pozri obrazok [§).

¥ wxMaxima 0.7.0a [ unsaved ]
File Edit Maxima | Equations Algebra Calculus  Simg

a=Elas|
I Solve numerically ...

wixMasxima {  Roots of polynomial oo

Solve ...

Maxima 5.3 Footsof polynomial (real)

Solve linear syskem ...

Using Lisg Salve algebraic syskem ... {
Distribute Elminate variable ... &)
Dedicated Solve ODE ... W
This 15 a3 Initial »alue problem (1) ... o
. Initial walue problem (2) ...
provides F : 2! 1

Boundary walue problem ...

(311) Salve QODE with Laplace ...

Ak value ...

Obrazok 8: Ponuka menu Equations

1.4.2 RieSenie zaciato¢nych tloh pre diferencidlne rovnice 1. rddu
MAXIMA dokéaze rie$it’ nasledujtice typy diferencidlnych rovnic 1. réduE]

e separovatelné,
e homogénne,

e lineérne,

Bernoulliho,

exaktné,

zovSeobecnene homogénne.

Na zapis diferencidlnej rovnice, napriklad

2y +3xy =22, M

existuja tri rézne spdsoby, uvedené v knihe (SOUZA, FATEMAN, MOSES a YAPP, 2004). My uvedieme
len dva z nich, ktoré autori odporticaju pouzivat’ pre funkcie ode2 a desolve.
Prvy z nich je vhodny na pouZzivanie vo funkcii ode2:

(%1i1) depends(y,x);
(%o1) [y(x)]
(%12) x"2xdiff (y,x)+3*x*y=sin(x)/x;

B5Viac prikladov néjdete v u¢ebnici (Busa, [2006).
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d sin x
n° 2 2 —_— —
(%02) x (dxy>+3xy .
Druhy sposob je odportcany na pouzitie s funkciou desolve:

(%13) x~2*diff (y(x),x)+3*x*y=sin(x)/x;
(%03) 3xy+x° (ddxy(x)> =

sin x
X

Predpokladajme, Ze sme na zadanie rovnice vyuZili riadky 1-2. Mdzeme pristipit’ k rieSeniu
pomocou funkcie odeQE]

(%i4) ode2(%02,y,x);
(%ho4)

_ hc—cosx
3

Vidime, Ze vo vysledku sa objavila konstanta %c.
MAXIMA nas moZe informovat’ o type rovnice, ktort sme zadali:

(%i5) method;
(%05) linear

Zadana rovnica (1) je teda linearna.

Pozndmka 1.1 Ak MAXIMA nedokaZe vyrie$it’ zadanti rovnicu, ako vysledok dostaneme false.
Ak chceme ziskat” jedno partikularne rieSenie, méZeme zvolit" hodnotu konstanty %c. Treba si
vSak uvedomit) Ze vysledok je rovnost’ a ak chceme ziskat’ funkciu, musime pouzit’ len pavt stranu:

(%16) depends(g,x)$
(%17) g:subst(1,%c,last(%o4));

1—cosx

(o) —

X
Teraz moZeme overit’ spravnost’ rieSenia:
(%18) ratsimp(x~2*diff (g,x)+3*x*g) ;

sin x

(%08)

x

Pomocou funkcie ic1 dokdZeme rie$it’ Cauchyho zaédiato¢ni tlohu pre diferencidlnu rovnicu
1. radu.

Priklad 1.1 Ur¢me rieSenie diferencidlnej rovnice
Y +xy=xy’, @
vyhovujuce zaciato¢nej podmienke y(1) = 2.

RieSenie. Rovnica (2) je zapisana v tvare Bernoulliho rovnice. Pozrime sa, ako ju vidi MAXIMA:

16Davajte pozor na pouZitie (%oXX) a nie (%1XX)! Ak v8ak pouZijete ako argument funkcie ode2 priamo vstup riadku (%i2),
vsetko bude v poriadku.
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(%19) depends(y,x)$

(%i10) rov:diff (y,x)+x*y=x*y~2;
(ho10) ’diff(y,x,1)+x*ky=x*y~2
(%i11) ries:ode2(rov,y,x);
(%011) log(y-1)-log(y)=x"2/2+c
(%i12) method;

(%h012) separable

Rovnica (2) je teda separovatelné (ak na pravu stranu presunieme vsetky ¢leny okrem derivécie y, da
sa x vybrat’ pred zatvorku). RieSenie je zapisané v implicitnom tvare.

Pokracujme v rieSeni zaciatocnej tlohy.

(%i13) riesz:icl(ries,x=1,y=2);

x> —2log2—1

(%o13) log(y—1) —logy = 5

Trochu SPA MAXIMA pomdZeme. Oddelime lavt a pravi stranu implicitného zadania rieSenia zadia-
tocnej tilohy a samostatne ich exponujeme:

(%i14) 1l:first(riesz)$
(%i15) r:last(riesz)$
(%116) l:radcan(exp(1));
(ho16) (y-1)/y

(%117) r:radcan(exp(r));

(%o17)

Zbavili sme sa logaritmov a m6Zeme tilohu dorieéit’

(%118) f:last(solve(l=r,y)[1]);

2
(%018) -
ez 2-—-2
Na zaver eSte overme spravnost’ rieSenia:
(%119) diff (f,x)+x*xf-x*f"2;
2_1
2xez"2 2x 4x

(%019) _ _

(%i20) radcan(%019);
(%020) 0

17Vsimnite si, ¢o sa vietko vykonalo v riadku 18!
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1.4.3 RieSenie zaciato¢nych a okrajovych tdloh pre diferencidlne rovnice 2. ridu
MAXIMA riesi nasledujtice typy obycajnych diferencialnych rovnic 2. radu:

e linearne s konstantnymi a s nekonstantnymi koeficientmi,

o exaktné,

e Eulerove,

e Besselove,

e rovnice bez zdvislej premennej,

e rovnice bez nezavislej premenne;j.

Podobne, ako v pripade rovnic 1. rddu, je mozné riesit’ Cauchyho zaciatoéni tilohu ale v pripade
rovnic 2. rddu je navySe moZné riesSit’ aj okrajovi tlohu.
Priklad 1.2 Ur¢me rieSenie diferencialnej rovnice

2y +xy —y=0, 3)

vyhovujuce za¢iatoénym podmienkam y(1) = 2,y/(1) = —3.

RieSenie. Vidime, Ze ttito rovnicu moZeme zaradit’ medzi Eulerove rovnice bez pravej strany tvaru

2y +axy +by=0.
Postupujeme analogicky s pripadom rieSenia rovnice 1. rddu. Rozdielny je typ zac¢iatoénej podmienky.
Zaciato¢na tloha sa riesi pomocou funkcie ic2:

(%i21) ode2(x~2xdiff (y,x,2)+x*diff (y,x)-y=0,y,x);
(%ho21) y=Yk2*x-%k1/ (2*x)

(%i22) method;

(%h022) exact

(%i23) ic2(%o021,x=1,y=2,diff(y,x)=-3);

5
(%023) y= E —

N =R

SPA MAXIMA teda rovnicu zaradil medzi exaktné.

Priklad 1.3 Ur¢me rieSenie diferencidlnej rovnice (3) vyhovujtce okrajovym podmienkam y(1) = 2
ay(2) =1

RieSenie. V tomto pripade pouZijeme funkciu bc2:

(%124) bc2(%o021,x=1,y=2,x=2,y=1);
(4024) y — ;

Priklad 1.4 Rie$me Besselovu diferencialnu rovnicu x% y" + xy’ + (x> —4)y = 0.

Pozndmka1l.2 Besselove rovnice majd tvar x2y” + xy’ + (x? — n?)y = 0, kde n je konstanta. Priklad
sme prevzali z knizky (SOUZA, FATEMAN, MOSES a YAPP, 2004).
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(%125) ode2(x~2*diff (y,x,2)+x*diff (y,x)+(x"2-4)*y-0,y,x);
(%025) y=bessel_y(2,x)*%k2+bessel_j(2,x)*%kl

alebo

(%025) y = Ya(x) %k + Ja(x) %kq
V zapise vysledku sa vyskytuja Besselove funkcie prvého resp. druhého druhu - |, resp. Y.

1.4.4 RieSenie ststav linearnych diferencidlnych rovnic s konstantnymi koeficientmi

Pri zadani stistavy linedrnych diferencialnych rovnic s konstantnymi koeficientmi, ktort sa chystame
rieSit" pomocou funkcie desolve, musia byt funkcionalne vztahy explicitne vyznacené (MAXIMA
MANUAL, 2005, strana 211). Napriklad:

(%i26) dril:’diff (f(x),x)="diff(g(x),x)+sin(x)$

(%127) dr2:°diff (f(x),x)+x"2-f(x)=2x"diff (g(x),x);

(%128) desolve([drl,dr2], [f(x),g(x)]1);

(%028) [f(x)=sin(x)-cos(x)+(£(0)-1)*%e”~ (-x)+x"2-2%x+2,
g(x)=sin(x)+(£(0)-1) *%e" (-x)+x"2-2*x+g (0) -£ (0) +1]

(%129) subst(-3,g(0),subst(2,£(0),%028));

(%029) [f(x)=sin(x)-cos(x)+%e” (-x)+x"2-2%x+2,
g(x)=sin(x)+je" (-x)+x"2-2*x~4]

Ak vynechame apostrofy ’, ktoré potlacaja vykonanie derivacie, ni¢ zvlastneho sa nestane. V§imnite
si, ze vo vysledku st nedefinované hodnoty f(0) a g(0). V priru¢kdch (MAXIMA MANUAL, 2005;
SOuzA, FATEMAN, MOSES a YAPP,|2004) sa uvadza, Ze zaciatocné hodnoty je mozné zadat’

1. len vbode x =0,

2. len pred pouZitim funkcie desolve pomocou funkcie atvalue.

V riadku 29 sa ndm podarila substittcia za f(0) a g(0). Je tazké povedat, ¢o je na nej nevyhovujtce.
Vyskusajme priklad, uvedeny v knizke (SOUZA, FATEMAN, MOSES a YAPP, 2004):

(%130) atvalue(f(x),x=0,1)$

(%i31) atvalue(g(x),x=0,2)$

(%132) atvalue(diff(g(x),x),x=0,3)%

(%133) dr3:diff (f(x),x)=diff(g(x),x)+sin(x)$
(%134) drd:diff(g(x),x,2)=diff(f(x),x)-cos(x)$
(%135) sol:desolve([dr3,dr4], [f(x),g(x)]1);
(%035) [f(x)=3%%e"x-2,g(x)=cos(x)+3*}e"x-2]

Zda sa, ze sme dospeli k podobnému vysledku, ako v predchddzajiicom priklade, kde sme vopred
nepouzili prikaz atvalue. Nie je vSak jasné, ako by sa dala dosadit napriklad hodnota g’ (0) pomocou
prikazu subst. Po dalsom overovani sme zistili, Ze pomocou prikazu atvalue je nutné zadat’ len
hodnoty potrebnych derivacii v bode x = 0, funkéné hodnoty neznamych funkcii v bode x = 0 je
mozné dodat’ pomocou prikazu subst aj po vyrieSeni ststavy diferencidlnych rovnic.
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Ako sa dostaneme ku funkcidm f(x) a g(x)? Nasledujtce riadky ukazuju, Ze tieto funkcie nie st
k dispozicii hned’ po rieSeni ststavy. Je potrebné im priradit’vyrazy na pravej strane rovnosti (%35).
Ale aj po priradeni sa funkcie spravajt zvlastne, ako keby boli len vyrazy (pozri riadok 41) — je mozné
ich derivovat) ale funkéné hodnoty ziskame len pomocou substittcie:

(%i36) £(0);

(%036) 1

(%137) £(1);

(%037) £(1)

(%i38) diff(f(x),x);
(%038) ’diff(f(x),x,1)
(%139) g(0);

(%039) 2

(%140) f(x):=last(sol[1])$
(%i41) £(1);

(%ho41) 3x%e~x-2

(%i42) subst(1l,x,f(x));
(%042) 3%*%e-2

(%id3) diff(f(x),x);
(%043) 3+*%e"x

(%144) g(x):=last(sol[2])$
(%145) diff(g(x),x,3);
(%045) sin(x)+3%x%e"x
(%146) float(subst(3,x,g(x)));
(%046) 57.26661827296256
(%147) float(subst(3,x,diff(g(x),x)));
(%047) 60.11549076150314

1.4.5 Zobrazenie grafu funkcie jednej premennej

Priklad 1.5 Znazornime priebeh funkcie

Da sa ukazat), Ze graf funkcie stai zobrazit’ na intervale (—8, 4), na ktorom sa nachadzaju vetky
nulové body, bod nespojitosti, lokalne maximum aj inflexny bod. Hodnoty y m6Zeme zvolit, napri-
klad, z intervalu (—4,4), ktory zrejme obsahuje v8etky ,zaujimavé” funkéné hodnoty. Spolu s grafom
funkcie f(x) zobrazime aj asymptotu so smernicou a osi. Predtym, ako graf ulozime do stuboru,
moZeme si ho pozriet’ na obrazovke programu Gnuplot:

(%148) plot2d([f(x),p(x)], [x,-8,41, [y,-4,4],
[gnuplot_preamble, "set zeroaxis;"],
[gnuplot_term, ps], [gnuplot_out_file,
"D:/Users/Busa/Kega/Maxima/TeX/fx.eps"])$



Riesenie niektorych Gloh matematickej analyzy 33

15

2 o2
X“-X-2)/X
( ) 3

Obrézok 9: Graf funkcie (x* — x —2) /x?

Na obrazku |§| je znazorneny graf funkcie f(x) E

1.4.6 Zobrazenie grafu funkcie dvoch premennych

V prostredi WXMAXIMA sa nemusime obavat’ vytvorenia grafu funkcie dvoch premennych. M6Zeme
znova vyuzit’ menu, tentoraz klikneme na polozku Plotting, zobrazent na obrazku [0}

Simplify | Plotking  Mumeric  Help
Flot zd ...

Plot 3d ...
13 3x31me:  Flok Farmat ... =}

3. sourceforge.net

Obrazok 10: Polozka menu Plotting

’

Vyuzijeme polozku Plotting/Plot 3D a zaddme vstupné tidaje. Dalej uz mozeme modifikovat
tdaje aj v prikazovom riadku.

Priklad 1.6 Zobrazme funkciu f(x,y) = Inx — y* — y/x v okoli staciondrneho bodu (x*,y*) =

= (1/V2,-1/V2).

RieSenie. Po zadani funkcie pomocou menu sme ziskali zobrazenie grafu. V8imli sme si, Ze tento graf
je moZné rotovat’ a nasli sme vhodny pohlad. Ak si uvedomime, Ze MAXIMA pri vytvérani grafov

187 neznameho dovodu je maximalna hodnota na osi y rovna 1.5 a nie 4, ako sme zadali :(!
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spolupracuje s programom Gnuplot, je jasné, Ze nastal ¢as nazriet’ do uéebnice Gnuplotu
2006). Na strane 35 objavime priklad pouzitia prikazu view.

(%149) plot3d(log(x)-x~2-y/x, [x,0.6,0.8], [y,-0.8,-0.6],
[gnuplot_preamble, "set view 37,26"], [gnuplot_term, ps],
[gnuplot_out_file, "D:/Users/Busa/Kega/Maxima/logxyn.eps"])$

Na obrézkusa modZeme uistit’, Ze stacionarny bod (1/ V2,-1/ ﬁ) ~ (0,707;0,707) nie je bodom
lokalneho extrému ale méZe byt’ len sedlovym bodom.

-y/x+|og(x)-x2

05

0.4

0.3

0.2

0.5 0.1
0.4

0.3 0

8'% 0.1

0 -0.2
0.1
0.2

0.55

Obrazok 11: Graf funkcie f(x,y) = Inx —y? —y/x

Priklad 1.7 Znézornime funkciu f(x,y) = x> + y3 v okoli lokdlneho minima pri vizbe x +y — 4.

RieSenie. Postupujeme podobne ako pri rieSeni predchadzajiceho prikladu:

(%150) plot3d(x~3+y~3, [x,0,4], [y,0,4],
[gnuplot_preamble,"set pm3d at s;unset surf;unset colorbox"],
[gnuplot_term, ps],

[gnuplot_out_file, "D:/Users/Busa/Kega/Maxima/x3py3.eps"])$

Vizba je rovnica priamky x + y — 4 = 0, ktora v rovine Oy, spaja body (0,4) a (4,0). Ako je vidiet’
na obrézku nad touto priamkou nadobtida funkcia f(x, y) najmensiu hodnotu nad bodom (2,2).
Ak porovname obrazok[12]s obrazkom [T} uvidime, Ze chyba farebna skala funkénych hodnoét. Toto
sme dosiahli pridanim prikazu unset colorbox.

Este lepsi pohlad ziskame, ak zobrazime vrstevnice funkcie f(x, ).

(%i51) plot3d(x~3+y~3, [x,0,4], [y,0,4],
[gnuplot_preamble, "unset pm3d; set contour base;

set cntrparam levels incremental 0,8,80; set nokey;
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Obrézok 12: Graf funkcie f(x,y) = x> + y°

set size square; unset surf; set view 0,0],
[gnuplot_term, ps], [gnuplot_out_file,

"D:/Users/Busa/Kega/Maxima/vrstevnice.eps"])$

V tomto priklade sme vypli farby volbou unset pm3d, nastavili vystup grafu na typ izolinii volbou
set contour base, nastavili sme hodnoty vrstevnic, ktoré sme zobrazili — set cntrparam levels
incremental 0,8,80, vypli sme legendu prikazom set nokey, nastavili sme pomer jednotiek osi x
a y na 1:1 prikazom set size square, apod Cast’ priamky x +y — 4 = 0 (uhloprie¢ku §tvorca)
sme dokreslili samostatne. Vysledok vidite na obrazku[I3] Miniméalna hodnota pri vézbe sa dosahuje
tam, kde sa priamka dana védzbou dotyka druhej izolinie, ktorej odpoveda hodnota f = 16.

T T T T LI T T 4

1 1 1 l 1 1 O
O 05 1 15 2 25 3 35 4

Obrazok 13: Izolinie funkcie f(x,y) = x> + 3

19Popri u¢ebnici sme Cerpali z podrobnejsej prirucky .
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Zaver

Mila ¢itatelka, vazeny Citatel!

Nastal ¢as na rozlacku s touto kapitolou. Difame, Ze Vs moznosti systému pocitacovej algebry
MAXIMA zaujali a stanete sa jeho pouzivatelkou/pouZivatelom.

Verime, Ze aj tych niekolko prikladov, ktoré sme v tejto kapitole uviedli, sved¢i o velkom po-
tencidle programu MAXIMA. SnaZili som sa ukazat, Ze SPA MAXIMA je vhodny néstroj na vyuZitie
vo vyskume a vo vyucbe (najméd) matematickych predmetov, predovsetkym matematickej analyzy,
linearnej algebry i matematickej statistiky. Da sa pouzit’ aj na vyucbu numerickych met6d. Na druhej
strane na rieSenie tiloh z vymenovanych oblasti s vynimkou matematickej analyzy je mozné a vhodné
pouzit’ iné OPENSOURCE programy — Pylab, Scilab, Octave (KAUKIC, 2006; PRIBIS, 2006; BUSA, 2006),
R apod.

Vobec sme sa nedotkli dalsich oblasti pouZitia programu MAXIMA, medzi nimi napriklad tedrie
Cisel, kombinatoriky a inych. Snad’ sa do toho pusti niekto dalsi, komu mozu priniest’ pouZitie
SPA MAXIMA v tychto oblastiach vac¢si tizitok. Pripometime eSte, Ze prikazy programu MAXIMA st
dostatocne popisané napriklad v knihe (MAXIMA MANUAL), [2005).
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2 NIEKOLKO RAD POUZIVATELOM KTgXU

Jan BUSA a Ladislav SEVCOVIC
Katedry matematiky a fyziky, FEI
Technicka univerzita v Kosiciach

2.1 Uvod

Publikovanie vysledkov svojej prace je neoddelitelnou stucastou ¢innosti uditela, vedeckého pracov-
nika alebo vyskumnika. Popri obsahovej stranke je potrebné venovat' pozornost’ aj estetickej a ty-
pografickej kvalite dokumentov. Uz takmer 30 rokov slazi na tento ticel OPENSOURCE program TgX.
Napriek jeho pokrocilému veku nie je dovod hladat’modernejsie programy Systém ETEX uz dve
desattrotia ulahéuje pisanie textov ,,oby¢ajnym* pouzivatelom, ktori nemaji chut’ alebo ¢as zahibit’
sa do tajov programovacieho jazyka TgX. Je len logické, Ze sa postupne zvysuje pocet vedeckych
¢asopisov, ktoré prijimaja ¢lanky v niektorom TeXovskom formate.

Predpokladédme, Ze Citatel je oboznameny so zékladmi pouZivania I&IEXu na trovni prirucky
Nie prilis strucny tivod do systému HTEX 2¢ (Oetiker, Partl, Hyna a Schlegl| 2002) alebo uéebnice KTEX
pro zacdtecniky (Rybickal 2003). V tejto kapitole uvedieme informacie, ktoré trochu rozsiria poznatky
uvedené v tychto publikacidch. Pri jej pisani sme sa okrem roznych internetovskych zdrojov opierali
o knizku HUTEX — podrobnij priivodce (Kopka a Daly, 2004) a najmd o rusky preklad vynikajtcej trilogie
The BTEX [Web, Graphics] Companion (Goossens, Mittelbach a Samarin) 1998} |Goossens a Rahtz}[1999;
Goossens, Rahtz a Mittelbach), [1999). V jednotlivych oddieloch uvedieme nase poznatky o préci
s grafikou, o vytvarani zoznamu skratiek a symbolov, o citovani pouZitej literatdry a o vyuziti
databazového programu BiBTEX. Stru¢ne predstavime pouzitie IATgXovského editora KILE uréeného
pre OS GNU/Linux.

2Porovnatelné s TeXom z hladiska typografickej kvality s iba profesionalne typografické programy, ktorych kvalite
odpovedd samozrejme aj vysoka cena.
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2.2 Praca s grafickymi objektmi

Graficka informacia zohrava ¢im dalej tym doleZiteSiu ulohu pri zdielani a vymienani vedeckych
sktisenosti a poznatkov. Preto je dolezité, aby bola praca s grafikou ¢o najjednoduchsia.

2.2.1 Pouzitie balicka graphicx

V prirucke Nie prilis stru¢ny tivod do systému KTpX 2¢ (Oetiker, Partl, Hyna a Schlegl, 2002) je oddiel ve-

novany zaradovaniu grafiky vo formate eps — Encapsulated PostScript — do IXIEXovského dokumentu.

Jednou z moznosti je pouzitie balika graphicx, ktorého autorom je D. P. Carlisle. Podrobne st postup

zaradovania grafiky a dalie detaily popisané v manuali Using Imported Graphics in BTEX and pdfISTEX

(Reckdahl, 2006). Tato prirucka ma 124 stran a je prirodzené, Ze sa ani nepoktsime ju tu popisat’
Balik graphicx sa ativuje prikazom

\usepackage{graphicx}
alebo s volbami podla typu kompiléatora:
\usepackage [dvips]{graphicx}, resp. \usepackage [pdftex] {graphicx}

pre [cs]IATEX s néslednym pouzitim programu dvips, resp. pre pdf[cs]IAIEX. V prvom pripade je
mozné zaradovanie ,postscriptovych” obrdzkov, v pripade pouZitia pdf[cs]IATEXL{ZE]je mozné zara-
d'ovanie obrézkov v grafickych formatoch pdf, png, jpg a mps.

Na vloZenie obrazku stbor.ext do dokumentu pouZzite prikaz

\includegraphics} [kl1i¢=hodnota,. ..]{stibor.ext}

Za volitelné parametre sa berie zoznam ¢iarkami oddelenych kl7icov a ich hodnot. Kl%ice sa mozu
pouZit'na zmenu $irky, vysky a otatanie vkladanej grafiky. Tabul'ka[ljuvadza zoznam najdolezitejsich

s~

kltcow.

Tabulka 1: Nazvy kl'ucov pre balik graphicx

width  zmeni obrdzok na dant sirku
height zmeniobrazok na dant vysku
angle  oto¢i obrazok v smere hodinovych ruciciek

scale zmeni mierku obrizka

Vel'kost’ uhla sa zadava v stuptioch, na zadanie $irky sa dajt pouZit’ aj relativne dizkové jednotky,
napriklad prikazom:

\includegraphics [width=0.6\textwidth] {sibor.mps}

nastavime $irku obrazka vytvoreného programom METAPOST na 60 % Sirky textu. Pri jej zmene sa
automaticky zment aj $irka vloZeného obrazka. Neodportca sa pouZzivat'sticasne nastavenie $irky aj
vysky, ak ovSem nechcete vloZeny obrazok deformovat’

Ak pouzijeme prikaz \DeclareGraphicsExtensions{.mps, .pdf,.png,.jpg} sucasne s volbou
pdftex, tak v prikaze \includegraphics nie je potrebné zadavat’ rozsirenie nazvu vkladaného st-
boru. Ak méme pripravené mnozstvo obrdzkov vo formate eps a zéroven v ostatnych uvedenych
formatoch, potom len zmenou deklaracie rozsireni grafickyh stiborov moézZeme prejst'od pouzivania
IATEXu ku pdfIATEXu a naopak.

2IMomentalne mnou preferovand moznost’
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2.2.2 Dalsie moznosti balika graphicx

Balik graphicx poskytuje aj nasledujtce tri prikazy:
\scalebox{h-8kala} [v-8kdla] {obsah}

.....

horizontalny /vertikdlny rozmer krabicky.

\resizebox{sirka}{vyska}{obsah}
\resizebox*{Sirka}{celkova vjska}{obsah}

sltizia na nastavenie velkosti obsahu krabi¢ky na zadané rozmery. Na tomto mieste znamena cel-
kova vyska sucet vysky a hibky boxu. Ak namiesto jednotky dizky zadame ! tak nastavime len
jeden rozmer, pricom druhy sa nastavi tak, aby bol zachovany prirodzeny pomer rozmerov obrazka.

7 Xz

Napriklad, \resizebox{2in}{!}{obsah} nastavi §irku obrazka na velkost’ dvoch palcov.
\rotatebox[volby]{uhol}{obsah}

sposobi pootogenie obsahu boxu o uhol zadany v stuprioch proti smeru hodinovych ruciciek. Volby
umoziiujit menit’ polohu bodu, okolo ktorého sa rotacia uskutoctiuje.

2.2.3 Prostredie picture

Na tomto mieste doplnime struény popis prostredia picture.Podrobnejsi popis néjdete v knizkach
(Rybickal 2003; Goossens, Mittelbach a Samarin) [1998; Kopka a Daly, 2004). I&TEXovské prostredie
picture umoziuje priamo v ATgXu vytvarat’jednoduché obrazky, pozostavajice z rovnych &iar, Sipiek,
kruznic a ovélov (respektive polkruznic, stvrtkruznic). Okrem toho vyraba Bezierove krivky. Toto
prostredie je vhodné aj na umiestiiovanie popisov a to aj popisov ku grafike, vytvaranej mimo
TEXu, napriklad k bitmapovym obrazkom. Takymto sp6sobom sa dosiahne jednota textu a popisov
obrazkov. Nasledujtci obrazok[I]ilustruje uvedené moznosti. Pri pouZiti prikazu \bezier je potrebny
Styly bezier.sty.

Syntax prostredia je priblizne nasledujtica:

\begin{picture}(3irka,vyska) (x;, y;)

\put (x,1y){objekt}

\end{picture}
Parametre $irka a vijska udavajua rozmery vytvoreného ,boxu”. Zadanie (0,0) sposobi, Ze vytvoreny
objekt ma nulovy rozmer, teda TeX ostdva na mieste, kde bol pred zadanim prostredia picture.
Nepovinné (x;,y,) st stradnice ,referentného bodu”, teda bodu, v ktorom sa momentélne TgX
nachéddza, v stiradnicovom systéme prostredia picture.

Uprostred slo\begin{picture}(0,0)(0,0)
\unitlength=1mm
\put(2,2.5)

{\framebox(4,2.5) [tr]{$\bullet$}}
\end{picture}va mbéZem na chvilu odist.

Nasledujtci zdrojovy text definuje obrazok i}

\unitlength imm \linethickness{0.4pt}
\begin{picture}(56.00,73.00)
\put (0,0){\vector(1,0){56}} \put(0,0){\vector(0,1){73}} % osi x,y
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\multiput(0,0)(10,0){6}{\1ine(0,-1){1}} % znacky osi x
\multiput(0,0)(0,10){8}{\1line(-1,0){1}} % znacky osi y

\put (8.67,28.33){\makebox(0,0) [rt]{Kuku}}

\put (15.67,21.00){\framebox (15.67,5.67) [1t]{zavrety}}

\put (36.67,26.67){\dashbox{3.33}(17.33,9.33) [cc]{Som tul}}
\put (21.67,30.00){\rule{10.00\unitlength}{5.67\unitlength}}
\put (12.33,13.33){\vector(-1,1){0.2}}

\put (43.67,10.33){\circle{13.33}} \put(43.67,10.33){\circle*{4.00}}
\put (12.83,46.00){\oval(10.33,4.67) [1]1}

\put (24.17,51.50){\oval(12.33,6.33) [rt]}

\put (44.17,46.67){\oval(17.00,6.67) [1}
\bezier{132}(52.67,59.33) (56.00,72.67) (37.00,69.67)
\bezier{116}(18.67,64.00) (5.67,68.33) (7.67,53.67)

\put (7.67,53.67){\vector(1,-4){0.2}} \put(9.33,73.00){$e"x$}
\end{picture}

— —
- Som tu
- — I

Obréazok 1: Priklad pouzitia prostredia picture

2.24 Jazyk METAFONT/METAPOST

D. E. Knuth vytvoril jazyk METAFONT sticasne s TeXom v roku 1978 a zaroven napisal podrobnt
ucebnicu tohoto jazyka The METAFONTbook (Knuth| [1984). Jazyk METAFONT umoziiuje popisat’
rozne grafické symboly (pdvodne bol pouzity na vyrobu pisiem). Pracuje s bodmi a krivkami, ktoré
vznikajta réznymi spdsobmi ich spojenia. Vyborna je uc¢ebnica Kreslime METAFONTem (éedivy, Broz,
Grondilova, Pise a Houfek) 1998).

V ¢ase vzniku METAFONTu eSte neexistoval jazyk PostScript. Po jeho vzniku adaptoval J. Hobby

241

jazyk METAFONT tak, aby vytvéral ,postscriptovy” vystup. METAPOST je navySed rozsirenim
METAFONTuU najmé o pracu s farbou, umoZiiuje tieZ umiestiiovanie textu do obrazkov. Podrobny

popis néjdete v prirucke A User’s Manual for Metapost (Hobby), [1992). V ,rodnom” jazyku si moZete
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precitat’ seridl METAPOST a mfpic 2001). V knizke The KTgX Graphics Companion

|Rahtz a Mittelbach) [1999) najdete krasne ukazky vytvorené METAPOSTom.
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2.3 Bibliografické odkazy

V zozname pouZitej literattry sa uvadzaju odkazy podla normy STN ISO 690-2 (01 0197) (Informécie
a dokumentacia. Bibliografické citacie. Cast’ 2: Elektronické dokumenty alebo ich ¢asti, datum vy-
dania 1. 12. 2001, ICS: 01.140.20). Odkazy sa mézu tykat” kniznych, ¢asopiseckych a inych zdrojov
informadcii (zborniky z konferencii, patentové dokumenty, normy, odportcania, kvalifikaéné prace,
osobné korespondencia a rukopisy, odkazy cez sprostredkujici zdroj, elektronické publikécie), ktoré
boli v diplomovej praci pouZité.

Forma citacif sa zabezpecuje niektorou z metdd, opisanych v norme STN ISO 690, 1998, s. 21. Pod-
robnejsie informacie ndjdete na stranke http: //www.tuke.sk/anta/|v zaloZke Vysledky prace/Prehlad
normy pre publikovanie STN ISO 690 a STN ISO 690-2.

Existuji dva hlavné sp6soby citovania v texte.

e Citovanie podla mena a datumu.
e Citovanie podla odkazového ¢isla.

Preferovanou metodou citovania v texte vysokoskolskej a kvalifikacnej prace je podla normy ISO
7144 citovanie podla mena a datumu (Katus¢akl [1998; Gonda), 2001). V tomto pripade sa zoznam
pouzitej literatary upravi tak, Ze za meno sa prida rok vydania. Na ulahéenie vyhladavania citécii sa

zoznam vytvéara v abecednom poradi autorov.

Priklad: . . . podla (Steinerova, [2000) je tato metéda dostatoéne rozpracovana na to, aby mohla byt’
vSeobecne pouZivana v ...

Druhy sp6sob uvedenia odkazu na pouZitt literatiru je uvedenie len ¢isla tohto zdroja v hranatych
zétvorkach bez mena autora (autorov) najcastejsie na konci prislusnej vety alebo odstavca.

Priklad: ... podla [13] je taito metéda dostatoéne rozpracovana na to, aby mohla byt’ vieobecne
pouzivana v ...ako je uvedené v [14].

Citécie st spojené s bibliografickym odkazom poradovym ¢islom v tvare indexu alebo &isla v hra-
natych zétvorkach. Odkazy v zozname na konci prace budu usporiadané podla tychto poradovych

Cisel. Viacero citécii toho istého diela bude mat’ rovnaké ¢islo. Odporica sa usporiadat” jednotlivé
polozky v poradi citovania alebo podla abecedy.

Rozne sposoby odkazov je mozné dosiahnut’ zmenou volby v baliku natbib:
% Citovanie podla mena autora a roku

\usepackage []{natbib}\citestyle{chicago}

% Moznost rdznych Stjlov citacii. Priklady st uvedené

% v preambule siboru natbib.sty.

% Napr. S§tjly chicago, egs, pass, anngeo, nlinproc produkuji

% odkaz v tvare (Jones, 1961; Baker, 1952). V pripade, ked

% neuvedieme 3tjyl citacie (vynechame \citestyle{}) v "options"

% balika natbib zapiSeme volbu "colon".

Ak zapneme volbu numbers, prepneme sa do rezimu citovania podla odkazového &isla.
% Metoda ciselnych citacii

\usepackage [numbers] {natbib}

Pri z&pise odkazov sa pouzivajd nasledujtice pravidla:


http://www.tuke.sk/anta/
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V odkaze na knizna publikaciu (pozri priklad zoznamov na konci tejto Casti):

e Uvadzame jedno, dve alebo tri prvé mena oddelené pomlckou, ostatné vynechdme a namiesto
nich napiSeme skratku et al. alebo a i.

e Podnazov sa moze zapisat’ vtedy, ak to ulah¢i identifikaciu dokumentu. Od nédzvu sa oddeluje
dvojbodkou a medzerou.

e Dlhy nazov sa moze skratit’ v pripade, ak sa tym nestrati podstatnd informacia. Nikdy sa

7

neskracuje zaciatok ndzvu. VSetky vynechavky treba oznacit’ znamienkami vypustenia ,,. . . "
Pri vyuZzivani informacii z elektronickych dokumentov treba dodrZiavat’ tieto zasady:
¢ uprednostiiujeme autorizované stibory solidnych sluZieb a systémov,
e zaznamename dostatok informacii o stbore tak, aby ho bolo opét’ mozné vyhladat’,
e urobime si képiu pouZitého prameria v elektronickej alebo papierovej forme,
e za verifikovatelnost’ informacii zodpoveda autor, ktory sa na ne odvolava.

Pre zépis elektronickych dokumentov platia tie isté pravidla, ako pre zépis , klasickych”. Navyse
treba uviest’ tieto tidaje:

e druh nosica [online], [CD-ROM], [disketa], [magneticka péaska]
e déatum citovania (len pre online dokumenty)
e dostupnost’ (len pre online dokumenty)

Poradie prvkov odkazu je nasledovné: Autor. Nazov. In Nazov primérneho zdroja: Podnéazov.
[Druh nosi¢a]. Editor. Vydanie alebo verzia. Miesto vydania : Vydavatel, datum vydania. [Datum
citovania]. Poznamky. Dostupnost’. ISBN alebo ISSN.
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24

Vytvorenie zoznamu skratiek a symbolov

Ak st v praci skratky a symboly, vytvéra sa Zoznam skratiek a symbolov (a ich deSifrovanie).

Zoznam symbolov a skratiek

n mikro, 10~°
SI Systeme International

\% volt, zdkladna jednotka napiitia v ststave SI

V prostredi IATEXu sa takyto zoznam lahko vytvori pomocou balika nomencl. Postup je nasledovny:

1.

Do preambuly zdrojového stiboru, napriklad tukedip.tex, zapiSeme nasledujtice prikazy:
\usepackage [slovak,noprefix] {nomencl}

\makeglossary

V mieste, kde ma byt’ vloZeny zoznam zapiSeme prikaz
\printglossary

V miestach, kde sa vyskytuju skratky a symboly ich definiciu zavedieme, napr. prikazmi
\nomenclature{$\upmu$}{mikro, $10°{-6}$}
\nomenclature{V}{volt, zadkladna jednotka napdtia v sistave SI}

a dokument ,, prel&TEXujeme”, ¢im sa vytvori alebo aktualizuje stibor tukedip.glo.

Z prikazového riadka spustime program makeindex s prepinaémi podla pouzitého opera¢ného
systému:

pre OS Linux

makeindex tukedip.glo —synomencl.ist—o tukedip.gls

pre OS Windows

makeindex ,—o_ tukedip.gls ,—s nomencl.ist tukedip.glo

. Po opdtovnom ,prel&TgXovani” dokumentu sa na poZadované miesto vlozi Zoznam skratiek

a symbolov.

V poévodnom sdbore nomencl.sty, ktory je sticastou TgX distribticii vSak deklaracia slovenciny nie

je podporena. Mame dve mozZnosti, bud’ si upraveny balik stiahneme z URL adresy http://www.
etd.sk/tuke/dokumenty.html (je uloZeny v zipovanych stboroch GNU/Linux a MS Windows)

alebo vyhladame subor nomencl.sty v $truktire naistalovaného TgXu a deklaraciu volby slovak

vytvorime pridanim tychto riadkov:

\DeclareOption{slovak}{/
\def\eqdeclaration#1{, pozri rovnicu\nobreakspace(#1)1}/

\def\pagedeclaration#1{, strana\nobreakspace#1}

\def\nomname{Zoznam symbolov a skratiekl}}


http://www.etd.sk/tuke/dokumenty.html
http://www.etd.sk/tuke/dokumenty.html
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2.5 Spolupraca BIBTEXu a IATEXu

Na bibliografické odkazy sa v Standardnej distribtcii I[ATgXu pouZziva prikaz \cite{} a prostredie
thebibliography. Existuje niekolko bali¢kov, ktoré umoziiuju pridat’ odkazom niektoré doplnkové
¢rty. Medzi takéto baliky patria, napriklad, cite, citesort, overcite, chicago a vy$sie spomenuty balik
natbib (Goossens, Mittelbach a Samarin |1998). Namiesto prikazu bibitem mozu byt pouzité iné,
napriklad v tejto praci sme pouZili prikazy harvarditem.

Stcastou instalacie IXTEXu je aj pomocny program BIBTEX, ktory prehladava jednu alebo viac
databaz, obsahujucich informacie o publikacidch a automaticky vytvara zoznam pouZzitej literattry,
ktory nasledne vyuzije IXTEX(Kopka a Daly, 2004). Podrobny popis BIBTEXu a jeho $tylov najdete
v knihe (Goossens, Mittelbach a Samarin|, [1998).

Na stranke

http://www.bibtex.org/
najdete mnoZzstvo odkazov a informacif stivisiacich s BIBTEXom.

BIBTEX je nenahraditelna pomocka pri praci s rozsiahlymi zoznamami publikécii, resp. pri castom
citovani prac z urcitej oblasti. Medzi jeho vyhody patria najma:

e zoznam publikdcii sa pripravuje len raz;

o publikacie rovnakého typu st formétované jednotne v stilade so zvolenym $tylom;

¢ zmena formatu sa uskuto¢nuje zmenou stylu — k dispozicii je mnoZstvo stylov;

BIBTEXovské styly je mozné modifikovat’ — pouzivajui vlastny postfixovy jazyk;
e mnohé Casopisy maju vlastné §tyly, priprava zoznamu pouZitej literatary podla poZiadaviek
Casopisu pozostava len v zmene $tylu v prikaze \bibliographystyle{styl}.

2.5.1 Pouzitie BIBTEXovskej databazy

Najprv na jednoduchom priklade stru¢ne popiseme spolupracu I&TgXu a BIBTgXu. Predpokladajme,
Ze uzZ mame pripraveny stibor knizky.bib, obsahujtci informacie o publikaciach, napriklad:

QINCOLLECTION{kratka:metapost,
author={Kr{\’a}tk{\’a}, Miroslaval},
year={1--3, 2001},
title={{METAPOST} a Mfpic},
booktitle={Zpravodaj {\v{C}eskoslovensk\’eho sdru\v{z}en\’{\i}
u\v{z}ivatel\accent23u \TeX ul}},
publisher={CSTUG},
pages={40--135}

@BOOK{knuth:meta,
author={Knuth, Donald Erwin},
year={1984},
title={The {METAFONTbook}},
publisher={American Mathematical Society}

}

@MANUAL{hobby :metapost,
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author={Hobby, John D.},
year={1992},
title={A User’s Manual for Metapost}

Po spracovani zdrojového stiboru pokus. tex

\documentclass[12pt]{article}
\font\logo=logol0 scaled 1200
\usepackage{slovak}
\usepackage []{natbib}
\pagestyle{empty}
\addtolength\textwidth{30mm}

\begin{document}

D."E."Knuth vytvoril jazyk {\logo METAFONT}\nocite{knuth:meta} sucasne
s”\TeX{}om a zaroveii napisal podrobnid ulebnicu tohoto jazyka. Autor
{\logo METAPOST}u, ktorj je rozZirenim {\logo METAFONT}u, z&aroveil
napisal prirucku \emph{A User’s Manual for Metapost}
\citep{hobby:metapost}. V-rodnom jazyku si mbZeme prelitat serial
\emph{{\logo METAPOST} a mfpic} \citep{kratka:metapost}.

\bibliography{knizky}
\bibliographystyle{natbib} % unsrt alpha abbrv
\end{document}

programom [pdf]csIATEX sa vytvori stbor pokus . aux, v ktorom IXTEX odovzda potrebnii informéaciu

programu BIBTEX. Letmy pohlad na IATXovsky zdrojék stadi na to, aby ste pochopili, odkial sa BIBTEX

dozvie, Ze okrem stiboru pokus . aux ma pouzit'informéacie zo stiborov knizky.bib a natbib. bst@
Po spusteni prikazu

bibtex pokus.aux

z prikazového riadku sa vytvori stubor pokus.bbl, ktory sa pouzije pri dalsich dvoch spusteniach
IATEXu. V tomto pripade tento stibor obsahuje nasledujtice riadky:

\begin{thebibliography}{}

\bibitem[Hobby (1992)Hobby] {hobby:metapost}
Hobby, J."D. (1992).
\newblock {\em A User’s Manual for Metapost\/}.

\bibitem[Knuth(1984)Knuth] {knuth:meta}
Knuth, D."E. (1984).
\newblock {\em The {METAFONTbookl}\/}.

\newblock American Mathematical Society.

\bibitem[Kr{\’a}tk{\’a}(2001)Kr{\’a}tk{\’a}t]{kratka:metapost}
Kr{\’a}tk{\’a}, M. (1--3, 2001).

22Tento BIBTEXovsky &tyl sme stiahli z internetu.



Spolupraca BIBTEXu a IATEXu 49

\newblock {METAPOST} a mfpic.
\newblock In {\em Zpravodaj {\v{Cl}eskoslovensk\’eho sdru\v{z}en\’{\i}
u\v{z}ivatel\accent23u \TeX u}\/}, pages 40--135. CSTUG.

\end{thebibliography}

Po preTgXovani bude vystup vyzerat’ priblizne nasledovne

D. E. Knuth vytvoril jazyk METAFONT stcasne s TEXom a zaroven napisal podrobnd
ucebnicu tohoto jazyka. Autor METAPOSTu, ktory je rozsirenim METAFONTu, zarovei na-
pisal prirucku A User’s Manual for Metapost (Hobby, 1992). V rodnom jazyku si mdzeme
precitat seridl METAPOST a mfpic (Kratka, 2001).

Literatura

Hobby, J. D. (1992). A User’s Manual for Metapost.
Knuth, D. E. (1984). The METAFONTbook. American Mathematical Society.

Kratka, M. (1-3, 2001). METAPOST a mfpic. In Zpravodaj Ceskoslovenského sdruZeni
uZivatelt TpXu, pages 40-135. CSTUG.

Ak zmenime styl prikazom \bibliographystyle{alpha}, po prelfTgXovani, BIBTEXovani a opa-
kovanom dvojnasobnom I£TgXovani bude stibor pokus.bbl vyzerat' nasledovne:

\begin{thebibliography}{Knu84}

\bibitem[Hob92] {hobby:metapost}
John™D. Hobby.
\newblock {\em A User’s Manual for Metapost}, 1992.

\bibitem[Knu84]{knuth:meta}
Donald”“Erwin Knuth.
\newblock {\em The {METAFONTbookl}}.

\newblock American Mathematical Society, 1984.

\bibitem[Kr{\’a}01]{kratka:metapost}

Miroslava Kr{\’a}tk{\’a}.

\newblock {METAPOST} a mfpic.

\newblock In {\em Zpravodaj {\v{Cl}eskoslovensk\’eho sdru\v{zl}en\’{\i}
u\v{z}ivatel\accent23u \TeX u}}, pages 40--135. CSTUG, 1--3, 2001.

\end{thebibliography}

a vystup bude vyzerat’ priblizne nasledovne:

23V stibore pokus .bbl sa objavilo anglické , pages”. V pripade slovenskych publikacif je toto mozné zmenit’ bud’ priamou
editaciou stiboru pokus.bbl alebo vytvorenim vlastného $tylu — napriklad skopirovanim pouZitého $tylu do stiboru s inym
nazvom a nahradenim anglickych slov slovenskymi.
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D. E. Knuth vytvoril jazyk METAFONT stcasne s TEXom a zaroven napisal podrobni
ucebnicu tohoto jazyka. Autor METAPOSTu, ktory je rozsirenim METAFONTu, zaroveri na-
pisal prirucku A User’s Manual for Metapost [Hob92]. V rodnom jazyku si mozeme precitat
seridl METAPOST a mfpic [Kra01].

Literatura

[Hob92] John D. Hobby. A User’s Manual for Metapost, 1992.
[Knu84] Donald Erwin Knuth. The METAFONTbook. American Mathematical Society, 1984.

[Kra01] Miroslava Kratkd. METAPOST a mfpic. In Zpravodaj Ceskoslovenského sdruzeni
uZivately TpXu, pages 40-135. CSTUG, 1-3, 2001.

A este vyskiSajme styl \bibliographystyle{abbrv}. Stibor pokus.bbl vyzerat' nasledovne:

\begin{thebibliography}{1}

\bibitem{hobby:metapost}
J.”D. Hobby.
\newblock {\em A User’s Manual for Metapost}, 1992.

\bibitem{knuth:meta}

D.7E. Knuth.

\newblock {\em The {METAFONTbook}}.

\newblock American Mathematical Society, 1984.

\bibitem{kratka:metapost}

M. "Kr{\’a}tk{\’a}.

\newblock {METAPOST} a mfpic.

\newblock In {\em Zpravodaj {\v{C}eskoslovensk\’eho sdru\v{z}en\’{\i}
u\v{z}ivatel\accent23u \TeX u}}, pages 40--135. CSTUG, 1--3, 2001.

\end{thebibliography}

a vystup bude vyzerat’ priblizne nasledovne:

D. E. Knuth vytvoril jazyk METAFONT stucasne s TEXom a zaroven napisal podrobnt
ucebnicu tohoto jazyka. Autor METAPOSTu, ktory je rozsirenim METAFONTu, zéroven na-
pisal priruc¢ku A User’s Manual for Metapost [1]. V rodnom jazyku si moZzeme precital serial
METAPOST a mfpic [3].

Literatara

[1] J. D. Hobby. A User’s Manual for Metapost, 1992.

[2] D. E. Knuth. The METAFONTbook. American Mathematical Society, 1984.

[3] M. Kratkd. METAPOST a mfpic. In Zpravodaj Ceskoslovenského sdruzeni uzivateli TgXu,
pages 40-135. CSTUG, 1-3, 2001.

Ako je vidiet, zmenou jediného slova — ndzvu stylu — dosiahneme rézne formatovanie pouZitej
literattry. Vyskusajte si eSte $tyly plain a unsrt. Zoznam dalsich Stylov najdete, napriklad, v knihe
(Goossens, Mittelbach a Samarin, [1998).
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2.5.2 Priprava BiBTgXovskej databazy

Stbor knizky.bib, ktorého obsah sme uviedli vyssie, obsahuje 3 zdznamy réznych typov — manual,
book a incollection. Kazdy typ mé povinné (required), nepovinné (optional) a ignorovatelné polia —
napriklad povinné polia typu incollection st: author, year,title, booktitle a publisher. Nepo-
vinné polia tohoto typu sd: editor, volume alebo number, series, type, chapter, pages, address,
edition, month a note. Nepovinné polia nie je nutné vypliiat. Ignorovatelné polia je vhodné pou-
zivat'napriklad v pripade, ak chceme v bib-stbore uloZzit'nejakt dodato¢nti infromdciu o niektorej
publikacii.

NajcastejsSie pouzivané typy dokumentov sd: article, book, booklet, inbook, incollection,
inproceedings, manual, masterthesis, misc, phdthesis, proceedings, techreport a unpublished.
Zoznam povinnych a nepovinnych poli pre jednotlivé typy dokumentov najdete v knihe (Goossens,
Mittelbach a Samarinl, [1998).

Dalej uvedme abecedny zoznam $tandardnych poli BiBTgXovskych &tylov: address, annote,
author, booktitle, chapter, crossref, edition, editor, howpublished, institution, journal,
key, month, note, number, organization, pages, publisher, school, series, title, type, volume
a year.

Syntax vyplnenia jednotlivych poli tu neuvddzame pre nedostatok miesta. Napriklad ako BIBTEX
rozozna, ked' v poli author najde zdznam Jan Pavol Peter, ktoré z mien je priezvisko a ktoré krstné
meno? Jednou z moZnosti je napisat'najprv priezvisko a oddelit’ho od krstného mena ¢iarkou. Teda
zdznam author={Peter, Jan Pavol} v pripade pouzitia skratiek rodnych mien bude zobrazeny ako
J. P. Peter alebo Peter, J. P. v z4vislosti od zvoleného $tylu. Prikaz @string sa pouziva na vytvéranie
skratiek, napriklad:

@StringTUKE ="Technickd univerzita v Kosiciach”

V knihe (Goossens, Mittelbach a Samarin) [1998) najdete podrobnejsi popis syntaxe. Dozviete sa
tam tiez, kedy BIBTEX odlisuje velké pismena od malych a mnoho dalsich informécii.

2.5.3 Programy ulah&ujiice pracu s BiIBTEXovskou databazou

Pri pohlade na mnoZstvo typov a este vacsie mnoZstvo roznych druhov poli ¢lovek zatne pochybovat’
o tom, ¢i sa pustit’ do prace s BIBTEXom. Nastastie existuji programy, ktoré umoziuja vytvarat’
a modifikovat’ bib-stibory. Spomenime tu len dva programy: BibDB a BibEdt, ktorych bindrne stiibory
pre OS Windows sa daju stiahnut’ zo strankyhttp: //dmoz. org/Computers/Software/Typesetting/
TeX/Platform_Specific/DOS_and_Windows/BibTeX/.

Obidva tieto programy umoztiuju volbu typu publikacie pri pridavani novych ¢lenov do databazy.
Podla zvoleného typu zobrazia zoznamy povinnych a nepovinnych poli. Na zagiatok je teda dobré
vytvorit’ databazu s vyplnenymi povinnymi polozkami a neskdr pripadne doplnit” informacie do
nepovinnych poli.

2.5.4 Balik biblatex

Na , Troch kralov” roku 2007 bola ,,uvolnena” verzia 0.6 IATgXovského balika biblatex, ktorého au-
torom je Philipp Lehman. Jeho prvé verzie st datované septembrom 2006, jedna sa teda o novinku.
Tento balicek sa dé& stiahnut’ z http://www.tex.ac.uk/tex-archive/help/Catalogue/entries/
biblatex.html, kde sa uvédza:


 http://dmoz.org/Computers/Software/Typesetting/TeX/Platform_Specific/DO S_and_Windows/BibTeX/
 http://dmoz.org/Computers/Software/Typesetting/TeX/Platform_Specific/DO S_and_Windows/BibTeX/
 http://www.tex.ac.uk/tex-archive/help/Catalogue/entries/biblatex.html
 http://www.tex.ac.uk/tex-archive/help/Catalogue/entries/biblatex.html
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Balik BIBLATEX je tplna reimplementécia bibliografického prislusenstva poskytovaného
IATEXom v spojeni s BIBTEXom. Spdsob spoluprace [ATEXu a BiBTeXu prepracovany tplne
od zakladu. Namiesto implementécie v BiBTeXovskych stylovych stiboroch, je forméto-
vanie pouZitej literatiry riadené vyhradne TeXovskymi makrami. Na vytvorenie novych
bibliografickych stylov by mala byt’ postacujtca dobré aktivna znalost” IXIEXu. Na to nie
je nutné udit’ sa BisTeXovsky postfixovy zasobnikovy jazyk. Podobne mdzu byt’ lahko
predefinované vsetky cita¢né prikazy.

Okrem jedine¢nych ¢ft balika biblatex, zahfiia tento hlavné ¢rty nasledujtcich balikov:
babelbib, bibtopic, bibunits, chapterbib, cite, inlinebib, mlbib, multibib, splitbib. N4jdu sa aj
niektoré koncep¢né paralely s balikmi natbib a amsrefs. Bali¢ek biblatex podporuje delenie
cita¢nych zoznamov, viacnasobné bibliografie v ramci jedného dokumentu, oddelené
zoznamy bibliografickych zédznamov. Bibliografie mozu byt rozdelené na ¢asti (podla
kapitol, oddielov a pod.) a/alebo ¢lenené podla tém (podla typu, klacovych slov, atd”.).
Balik je tiplne lokalizovany a moze byt’ pouzity spolo¢ne s balikom babel.

Prirucka balika biblatex ma 117 strdn a je k dispozicii na URL adrese http://www.tex.ac.uk/
tex-archive/macros/latex/exptl/biblatex/doc/biblatex.pdf. Balik sa nedd automaticky po-
uzit’ so vSetkymi $tylovymi bst-stibormi, bib-stibory bude potrebné modifikovat’ len velmi mélo.
7da sa teda, ze ak ste doteraz nezacali s BIBTEXom, je dobré zacat’ precitanim uvedeného manuélu.


 http://www.tex.ac.uk/tex-archive/macros/latex/exptl/biblatex/doc/biblat ex.pdf
 http://www.tex.ac.uk/tex-archive/macros/latex/exptl/biblatex/doc/biblat ex.pdf

KILE editor pre IATEX 53

2.6 KILE editor pre IATEX

Program je dobrym pracovnym ndastrojom na vytvaranie textov v I&TgXu. Koncepciou sa podoba
edirorom HTML. Najdete ho v rdéznych distribticiach OS GNU/Linux. Podobne ako iné Linuxacke
programy, KILE spustite jednoducho napisanim kile na prikazovom riadku alebo ho vyhladate
v zozname V3etky aplikacie a kliknete na polozku KILE.

Pracovna plocha programu je rozdelena na tri ¢asti, ktrych proporcie méZeme menit’ Ide o lavy
stipec s viacerymi funkciami, dolny informaény panel a hlavné editaéné okno. Celé prostredie pro-
gramu dotvara este hlavna polozka a lista s ikonkami tlacidiel.
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Obrazok 2: Pracovné okno programu KILE

Lavy panel

T'ava ast’ okna programu obsahuje stlpec, ktory vo svojej pravej ¢asti ma vertikalny zoznam ikon,
ktoré predstavujti jeho desat’ asti. V dolnej ¢asti sa nachddza ovtaracie okienko na nastavenie k6dovej
stranky, v ktorej sa nam otvoreny stiboru bude zobrazovat’ a v ktorej ho mozeme editovat’. Kliknutim
na ikony zmenime funkciu lavého stipca:

Jednoduchy spravca stiborov, kliknutim na stbor typu . tex ho otvori v editovacom okne.

e ManaZzér projektov. Do projektu mozeme pridavat’ sdbory, odstratiovat’ ich, vytvorit” archiv
projektu a pod.

e Stromovy nahlad na logicku Struktaru dokumentu. Hierarchicky sa zobrazuju nadpisy, vlo-
Zené subory a niektoré dalsie prikazy spolu s riadkom, kde sa v zdrojovom kéde vyskytuja.
Kliknutim na polozku v tomto strome sa premiestnime do zdrojového textu.

e Dalsie ikony reprezentujtice funkcie, ktorymi mézeme priamo pristupovat’ k $pecidlnym zna-

kom a symbolom. Namiesto pisania zloZitych prikazov uZivatel len klikne na symbol a prikaz

sa doplni automaticky do textu.
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Dolny panel

Dolny panel ma tri zalozky: Log & Messages, Output a Konsole. Prepinanim zaloZiek ziskame podrobny
prehlad o priebehu spracovania dokumentu. V prvej zélozke sa zobrazuju spravy, ktoré kratko
informujti o (ne)tspechu pri behu programu TgX. V druhej zalozke st vypisané vSetky informacie,
ktoré program pri svojom behu vypisuje. Je to praktické pri hladani chyb, kazdy riadok s chybou je
zvyrazneny a kliknutim namn sa presunieme na miesto do zdrojového textu, kde je o¢akavana pri¢ina
chyby. Tretia zéloZka je integrovana konzola prikazového interpretera. Ked' potrebujeme vykonat’
nejaky prikaz, ktory nie je v ponuke, nie je potrebné sptistat’ napr. xterm alebo konsole, ale mdzeme
ho previest’ priamo tu.

Editovacie okno

Tato Cast’ programu predstavuje najddleZitejsi prvok aplikacie, je tu priestor, v ktorom uZivatel
upravuje zdrojovy text dokumentu. Préaca je sprehladnend zvyraznenim syntaxe, tzn. farebnym
rozli$enim roznych asti textu. Farby st preddefinované, ale mozeme ich pochopitelne menit’ vratane
typu a rezu pisma. Celé prostredie je primarne urcené pre I£IgX, ale moéZeme v fiom upravovat’ aj
dokumenty v inych (skriptovacich, znackovacich) jazykoch, napr. v HTML, CSS, C, Octave a pod.

Hlavny panel, panely ikon

Tieto poloZky sa najcastejSie nachadzaju v hornej ¢asti okna aplikécie, ale moZeme ich prestvat.
Hlavné ponuka obsahuje niekol'ko poloziek, ktoré nepotrebuji komentar: File, Edit, View, Bookmarks,
Tools, Help. St to obvyklé volby, ktoré uzivatel rychle pochopi, niektoré ostatné stru¢ne opiSeme:

o Polozka Build obsahuje prikazy, potrebné na spracovanie zdrojového textu a vytvorenie r6znych
typov koncovych dokumentov (.dvi, .ps, .pdf, .html). Ndjdeme tu aj spomenuté prikazy na
hladanie chyb a varovani.

o Polozka Project umoziiuje vytvorit’ projekt (na pracu s jednym stiborom ho nemusime pouzivat’)
a pracovat’ so sibormi, ktoré sme do projektu vloZili. MéZeme taktieZ otvorit’ iny projekt,
stucasne vSak mozZeme pracovat’ len s jednym.

e IATEX, tato polozka je velmi bohatd a rozvrstvena. Obsahuje triedené prikazy IXTpXu, ktoré
mozZeme vybrat'mysou, pri¢om sa samotny prikaz vlozi do zdrojového textu na miesto, kde je
préave textovy kurzor. Tato funkcia velmi urychluje a ulah¢uje pracu s dokumentom. Vietky
ponuky st prehladne rozé¢lenené podla zamerani vratane podpory sadzby matematiky.

e Polozka Wizard pomaha uZzivatelovi vytvorit’ dokument podla vlastnej predstavy (Quick Start),
napr. list, tabulku, polia a tabulky. VloZent tabulku uz nemozeme rovnakym spdsobom upra-
vovat’ (musime poznat’ potrebné prikazy), napriek tomu ndm tato ponuka velmi ulah¢uje
a urychluje pracu s dokumentom.

o Settings je ponuka, ktord umoziiuje nastavenenie samotného programu ako aj jeho editora
textovej Casti. Na pouzivanie slovenského variantu I&TgXu, ktory sa vold csIXTEX je potrebné
zmenit’ niekolko nastaveni. ,Slovenska” verzia IXTgXu sa spusta prikazom cslatex. Preto
je potrebné zmenit’ polozku LaTeX v ponuke Configure Kile v sekcii Build tak, aby sa spus-
tal program (formét) cslatex. Podobntd zmenu musime spravit’ pre polozku PDFLaTeX, tam
nastavime spustanie formatu pdfcslatex. Dalsie programy by uz mali byt’ stcastou vasej
instalacie a pravdepodobne ich nebude potrebné menit. V ponuke Configure Shortcuts je
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mozné zmenit’ implicitné nastavenia klavesovych skratiek podla vlastnych Zelani a zvyklosti.
V editovacom okne mame pre kazdy otvoreny dokument zélozku, pomocou ktorej sa moZzeme
medzi dokumentmi prepinat. Oby¢ajne je jeden z nich hlavny. MoZnost, aby sa odstartovanim
kompilacie sptstal hlavny dokument, nastavime jeho otvorenim a aktivovanim ponuky Define
Current Document as 'Master Document’. KILE umoziiuje pracu s dokumentmi v réznych ko-
dovaniach, z velkého mnoZstva napr. cp1250, iso 8859-2, utf-8. Na pouZivanie zvoleného
kodovania zmenime niekolko veci. V ponuke Configure Kile v sekcii Encoding zvolime implicitné
kédovanie, podobnti tipravu vykondme v ponuke Configure Editor v sekcii Open/Save. Po tychto
nastaveniach je KILE pripraveny pracovat’s nastavenym kédovanim. Musime to vSak oznamit’
IATEXu prikazmi v preambule hlavného dokumentu, napr. na pracu s kédovanim utf-8 vloZime
riadok \usepackage [utf8] {inputenc}.

Tymto sme samozrejme nevycerpali vSetky moZnosti, ktoré aplikacia poskytuje. V kazdom programe
je ¢osi krasne pri objavovani jeho nastaveni — objavujte! Ziadny program na pracu s IXTgXom a TgXom
v distribtciach GNU/Linux neposkytuje také komplexné prostredie ako KILE. Jestvuji programa-
torské editory, ktoré moZeme prisposobit’ na pracu s IATEXom, ale KILE je pripravené na komfortni
pracu uz pri prvom Starte.
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3 PROGRAMOVANIE V PYLABE A PYTHONE

Michal KAUKIC
Katedra matematickych metéd, FRI
Zilinska univerzita v Ziline

3.1 Uvod

Prvoradym cielom tejto kapitoly je poskytnut’ zakladné informécie, potrebné k ispesnej praci s prog-
ramovym systémom Pylab a s jazykom Python, na ktorom je tento systém zaloZeny. Autor tohoto
textu vyuZiva Pylab uz niekolko rokov na Fakulte riadenia a informatiky Zilinskej univerzity pri
vyulbe predmetov Numerické metédy, UNIX — vjvojové prostredie, Moderné priblizné metody, Softvérové
ndstroje pre inZinierov (Open Source). Postupne by sme cheeli tento systém zaviest’ aj do vyucby dalsich
matematickych a pribuznych predmetov a boli by sme radi, keby sa zacal pouzivat’ajna inych sloven-
skych vysokych a strednych skolach. Priklady, uvedené v tomto texte, st hlavne z oblasti numericke;j
analyzy, vratane rozsiahlejsich ukdZok pouzitia Pylabu na problémy interpoldcie a aproximacie dat,
numerickej integracie a rieSenia nelinedrnych rovnic a ich ststav.

Sme presveddeni, Ze zvladnutie tohto elegantného, jasného a lahko naucitelného programova-
cieho prostriedku sa ¢itatelovi vyplati aj do budtcnosti. Je to mohutny systém s velkymi vypoétovymi
i grafickymi moZnostami, uréeny na pracu aj s velkymi objemami dat a s ich vizualizaciou. V po-
zadi je kvalitny univerzalny programovaci jazyk Python (VAN ROSSUM, [2006), ktory mate v Pylabe
plne k dispozicii. V pripade potreby si moZete do systému pridat’ d'alsie moduly (napr. na pracu
s databazami SQL, linedrne programovanie, prezenticiu vypoctov a dat na webe a pod.).

Nemusite vSak vela vediet’ o programovani v Pythone, pretoZe Pylab je jazyk velmi vysokej
drovne, in§pirovany zndmym komerénym systémom MATLA@ Pri praci v nom dosiahnete s mini-
malnou , programétorskou” namahou velké vysledky a mozete sa viac venovat’skutoéne zaujimavym
a podstatnym veciam nielen v matematicky zameranych predmetoch, ale aj vo svojej dalsej odbornej
préci. Zo skiisenosti vieme a verime, Ze mnohym z vas Pylab a Python pomoZe napr. pri spracovani
semestralok, bakalarskych & diplomovych prac, pri praci na doktoranture a aj neskor, ked’ budete
v zamestnani.

Vyhodou Pylabu je vysoky stupeii kompatibility s MATLAB-om, ktory je vel'mi rozsireny hlavne
vo vzdelavacich instituciach, ale aj v priemysle, vd'aka existencii roznych rozsireni (toolboxov) hlavne
pre oblast” inZinierskych vypoctov. To, co MATLAB nem4, a ¢o povaZujeme za prednost’ Pylabu, je
univerzalny programovacijazyk (unéas Python), siroko vyuzitelny aj samostatne. Ak viak potrebujete
pouzivat' uz hotové programy, napisané pre MATLAB, odporti¢ame vam Open Source systém Octave
(BUsA), 2000).

Predpokladédme, Ze tento text budete &itat’ pozorne a nad precitanym sa budete aj zamyslat,
najlepsie s asistenciou pocitaca. Bez neho je to tazké, nieo ako lizanie medu cez sklo. Nemusite si
Citat’ tplne vetko a ,udit’ sa to”. Najlepsim ucitelom ja samotny Pylab, ked ho budete pouzivat’ na
rieSenie problémoyv, ktoré vés bavia. Potom pre véas bude komunikécia s tymto systémom nieco ako
rozhovor s inteligentnym priatelom a pomocnikom. Na takyto rozhovor si zvyknete rychlo a o je
dolezitejsie, rychlo sa naucite byt pri svojej praci samostatni.

N4&s$ nazor je, Ze na matematickych predmetoch sa neu¢ime programovat’ Predpokladédme, Ze

AMATLAB je registrovana obchodné znacka softvérovej firmy The MathWorks,Inc.
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mate asponl zakladné navyky v algoritmizacii tloh (z oblasti aplikovanej matematiky alebo z inZi-
nierskej praxe). Ak nie, mozno vas k dalsiemu $tudiu programovacich prostriedkov ingpiruji prave
tieto materialy. Preto v tejto kapitole najdete hlavne konkrétne priklady (kde sa dalo, aj ilustrované
grafikou) a nie suchoparne programatorske pravidla. Difame, Ze si kazdy z vés najde nieco, ¢o ho
aspor trochu zaujme a vyprovokuje k samostatnej ¢innosti a experimentovaniu.

Ak narazite na problémy, snaZte sa ich najskor vyriesit’ sami (ved na ¢o clovek pride sam, to si aj
najlepsie zapamitd). Ked' to uz nijako nejde, hladajte pomoc vo svojom okoli (vratane nas, uditelov).
Ak vieme, radi poradime. Ak nevieme, aspoit mate lep$i pocit, Ze nie ste sami a spolu budeme hladat’
niekoho, kto by to vediet’ mohol (aj keby bol u protinoZcov).

Tento text je mieneny ako tivod do prace s Pylabom, ma vam teda pomoct’ zacat’ pracovat’v tomto
systéme. Na mnohé otazky v iom nendajdete odpoved. Ak vsak budu niektoré vase otazky (alebo
aj typické chyby a problémy) vel'mi Casté, radi tento text upravime, & rozsirime o odpovede na ne.
Pripomienky moZete posielat’ na adresu autora mike@frcatel. fri.uniza.sk.

Nemohli ste si nevSimnut, Ze je ¢oraz taZsie zaobist’ sa bez znalosti jazykov, anglic¢tiny zv1ast. Ak
mate v tejto oblasti slabiny, unikaji vdm mnohé prileZitosti. Zastdvame nédzor, Ze ucenie sa jazykov
nie je nejaka separovand ¢innost’ (drvenie sloviciek, gramatickych pouciek a iné umelo vymyslené

144

aktivity), ale treba ju podla moznosti o najskor ,zabudovat™ do nasej beZnej prace. Samozrejme,
ako Startovaci bod je nutna istd minimélna slovna zasoba a zakladna znalost’ gramatiky. Hlavne na
arovni doktorandského $tiidia je znalost’jazykov nevyhnutnou podmienkou tispe$nej préce.

Anglictina je tiez v pripade Pylabu viac ako uzito¢na. Kto o tom este pochybuje, dufame, Ze aj
pri praci s Pylabom néjde dalsi podnet (a prileZitost) na zdokonalenie sa v oblasti jazykov. Pylab ma
vynikajtci systém na napovedu, ale je to vietko v angli¢tine a v dohladnom ¢ase to nebude inak.
Myslime si tieZ, Ze niektoré pojmy v oblasti informatiky stracaju prekladom na zrozumitelnosti, takze
aj k nami pridanym Castiam systému sme pisali ndpovedu po anglicky.

Dalsia prekazka, ktort musite prekonat, je zvyknut’ si na iny, hoci pohodlnejsi 8ty1 prace v Pylabe,
objavovat’ a naucit’ sa vyuzivat’ jeho bohaté moznosti. Nie je to PASCAL, ani C-¢ko, takZe sa ho
nesnazte podla vzoru tychto jazykov komplikovat’ a zneprehladtiovat’ Jasny, prehladny a logicky
program je ako umelecké dielo. Ni¢ tam nesmie byt’ zbyto¢né a vietky ¢asti musia byt’ vel'mi dobre
vybrané a zostiladené. Potom mdZete mat’ radost’ z toho, Ze ste nie¢o také dokazali vytvorit. Pylab ako
programovaci prostriedok vam bude v tomto vydatne poméhat) ak sa nim nechate viest’a inSpirovat.

Dakujem kolegom Janovi Bugovi a Ladislavovi SevEovitovi za moznost’ vydania tohto textu aj
ako udebnice v rdmci série priruciek k open source softvéru, za dokladne testovanie Pylabu a cenné
pripomienky k samotnému systému ako aj k textu tejto kapitoly. Dakujem tiez kolegyni AlZbete
Klaudiny za velmi dokladné pretitanie textu a pofetné navrhnuté opravy, ktoré vyrazne pomohli

zlepsit jeho kvalitu.
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3.2 Zakladny popis systému Pylab
3.2.1 VsSeobecna charakteristika systému

Pylab, ako asi uhadnete, je skratka z Python Laboratory. KedZe in3piraciou bol MATLAB, je to
predovsetkym maticové laboratérium. Teda, interaktivny, maticovo orientovany systém na vedecké
a inZinierske vypocty a vizualizaciu dat (tzn. vysledky vypoctov moZete graficky prezentovat’ v roz-
nych typoch grafov, pripadne formou animacie).

Zdrojové programy, napisané v Pylabe (¢o je vlastne jazyk Python s vhodnymi kniZnicami/mo-
dulmi) sa dajd bezo zmeny prenasat’ medzi jednotlivymi implementaciami na réznych pocitacoch
s rdznymi operaénymi systémami. Specidlne pre MS Windows st vymyslené prostriedky (napr.
py2exe, http://wuw.py2exe.org/) ako vasu aplikiciu (aj so vSetkym, o je pre jej beh potrebné,
vratane Pythonu a prislusnych modulov) zbalit’ do jedného vykonavatelného stboru. TakZe, ak mate
rozsiahlej§i vypocet, mdZete ist’ na vykonnejsi a spolahlivejsi poditac.

Asi je nacase, aby ste sa posadili k pocitacu a vyskusali si zopér jednoduchych veci. Hlavne,
ako Pylab spustit’ a ako z neho odist’. Pylab sa spusti prikazom ipython -pylab, ale to si pamaétat’
nemusite. V nasich uc¢ebniach, kde budeme tento systém vyuZivat, to bude jedna z poloZiek menu
(resp. ikona na ploche) v grafickom prostredi XWindow, v ktorom sa ocitnete po prihlaseni. Len tak
mimochodom, budeme pracovat’ v OS GNU/Linux, ale to tieZ nie je doleZité. Budeme vyuZzivat’ len
Pylab a niekolko malo inych aplikécii. Ti z vas, ktori sa rozhodnti instalovat’ a pouzivat’ Pylab v MS
Windows to budt mat’ podstatne zlozitejsie.

Po spusteni sa vam otvori prikazové okno, v ktorom uz budete moct’ zadavat’ prikazy Pylabu a aj
niektoré uzito¢né prikazy operac¢ného systému (napr. 1s — vypis adreséra, cd — zmena adresara). Vase
vstupy sa znacia na obrazovke ako In [1],In [2],...a zodpovedajice vystupy (odpovede) Pylabu
st Out [1], Out [2], ...Pre zadiatok si mdZete vyskusat’ napr. pylab?, ¢o je prehladnd ndpoveda
o Pylabe. Ked'sa chcete dostat’ znova na prikazovy riadok, stlacte q (bude to vysvetlené dalej).

Pracav Pylabe sa ukon¢i prikazmi quit alebo exit alebo, ¢o je najpohodlnejsie, kombinaciou kla-
vesov Ctrl-D (toje znak konca siboru, v nasom pripade signal na ukonéenie vstupu zo Standardného
vstupného stiboru — klavesnice). Ked' sa systém pyta, ¢i chceme skuto¢ne odist, prikyvneme (kla-
vesnicou). VSetky prikazy, ktoré ste zadavali, sa zapisujt do stiboru (konkrétne, je to stibor history
v podpriecinku .ipython vasho domovského priecinka — to je ten, kde sa ocitnete po prihlaseni
a z ktorého nie je ddvod vobec niekam vyskakovat). Ak z Pylabu neodidete vyssie spominanym spo-
sobom, ale kliknutim mySou na znacku x na liste prikazového okna, prikazy sa do histérie nezapisu,
tak si na to dajte pozor!

Po prikazoch z histérie sa mozete v Pylabe pohybovat’ $ipkami (hore, dole). Ak viete, Ze chcete
vykonat’ prikaz, ktory je v histérii a za¢inal napr. y=, tak to napiSete a stlac¢ite Ctr1-P. Prikaz sa doplni
a prip. ak ich bolo viac, moZete sa opdtovnym Ctrl-P po tychto prikazoch pohybovat’ smerom
,dozadu”, alebo stla¢enim Ctrl-N smerom ,dopredu”.

Pri préci s Pylabom sa nemoZzete ,stratit”, (pravda, ak trocha viete anglicky), pretoZe prikazom

objekt? alebo 7objekt
dostanete informacie o prislusnom objekte. To je dobre vediet' hned na zaciatku a ¢asto je to rychlejsia
alternativa ako listovanie v dokumentécii. Sktste si napr. plot?, linspace?, roots?. Ak je ndpoveda
na viac obrazoviek, zobrazi sa pomocou $pecidlneho programu — strankovaca (poznate to podla dvoch
bodiek na samostatnom poslednom riadku v okne), vtedy prezeranie ukoncite stlacenim kldvesu q.

Jediny problém je, Ze na zaciatku asi nebudete vediet, na ¢o sa pytat. Preto na webovej stranke
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http://frcatel.fri.uniza.sk/pylab.html ndjdete ndzvy niektorych uZzitoénych prikazov, spolu
s ich struénym vysvetlenim. Prehlad prikazov najdete aj ako prilohu tejto prirucky. Potom si mozete
podrobnosti doplnit’ vyvolanim ndpovedy.

Hoci Python, nas pracovny koén (workhorse :-) v pozadi, pracuje s mnohymi typmi objektov (celé,
realne i komplexné ¢isla, zoznamy, asociativne polia, usporiadané n-tice, textové retazce), nas budu
zaujimat’ hlavne ¢iselné obd{Znikové matice a vektory (ich prvky mozu byt’ celodiselné, redlne, ale
i komplexné). Matice a vektory st zékladnym déatovym typom v Pylabe a existuje vela funkcii, ktoré
sa dajd na ne aplikovat’ ,po prvkoch”. Je teda treba mat’ na paméti, Ze napr. prikaz sin(4) neurobi
len sinus jedného ¢isla, ale aplikuje funkciu sinus na vSetky prvky matice A bez toho, Ze by sme
museli programovat’ cykly po prvkoch matice.

Preto programy v Pylabe vychddzaju ovela mensie a zrozumitelnejsie, nez v tradi¢nych prog-
ramovacich jazykoch (PASCAL, FORTRAN, C/C++). Je to dané aj tym, Ze netreba deklarovat’ typy
premennych; podla toho, ako vznikli, je jasné aj akého st typu (napr. a=1 je celodiselnd premennd,
b="facina" je textovd premennd, c=[1,2,’tri’] je zoznam, ...). Skratka, vSetko, ¢o vznikd ma
kdesi zaarchivovany ,rodny list” a to sta¢i. Dalsia prijemna vec je, Ze sa nemusime starat’ o alokaciu
a uvolTiovanie pamite, ¢o iste ocenia hlavne C-¢kari :-).

Ked'Ze Pylab m4 vlastny programovaci jazyk a je nim Python, méZeme pohodlne pridévat’ k uz
zabudovanym funkciam svoje vlastné funkcie, ba celé baliky funkcii podla potreby. Ti skusenejsi
z vas mozu vyuzivat’ v Pylab-e existujtice kniZnice, napisané v C/C++ a FORTRAN:-e. Takisto nie je
problém ¢itat’ a zapisovat’ textové i bindrne data do stiborov.

Okrem sirokej skaly funkcif pre matice a vektory (napr. maticové operacie, jednoducha manipula-
cia s indexami a submaticami, rieSenie ststav linedrnych rovnic, inverzia matice, determinant, vlastné
disla a vlastné vektory, Fourierova transformacia, charakteristicky polyném, . ..) médme v Pylabe tieZ
zékladné numerické algoritmy:

e interpolacia a aproximacia jedno- a dvojrozmernych dat (polynomicka a splajnova),
e korene polynémov, rieSenie nelinearnych rovnic a ich ststav,
o numerické integrovanie (aj pre dvojné a trojné integraly),

e optimalizacia funkcii viac premennych; existuje aj moznost’ vyuzitia Pythonu ako jazyka na
modelovanie a rieSenie optimaliza¢nych tloh linedrneho a celo¢iselného programovania (napr.
modul Pulp),

e rieSenie diferencidlnych rovnic a ich sustav,
o funkcie pre pravdepodobnost’ a Statistiku,

e Specidlne funkcie (ortogonalne polynémy, eliptické integrély, gama funkcia, Besselove funkcie
cylindrické i sférické, Fresnelove integrély . . .)

o funkcie na spracovanie signélu a obrazu.

Pritom si mo6Zeme vysledky okamzite zndzornit’ pomocou grafov v pravouhlych alebo v polar-
nych stiradniciach, pripadne parametricky. Mame aj Specidlne grafy (histogramy, kolacové grafy).
Pylab dokaze tiez zobrazit’ vrstevnice plochy z = f(x,y), prip. farebne vyplneny priestor medzi vrs-
tevnicami (nieco ako mapa, kde farba zavisf od nadmorskej vysky). Trojrozmerna grafika (kreslenie
ploch) sa planuje v novsich verziach Pylabu.
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V Pylabe mozeme vykonavat’ tieZ lubovolné externé programy a prikazy opera¢ného systému
(napr. tak, Ze pred prikaz napiSeme vykri¢nik), ¢o ndm umoziiuje vyuzit hocijaké nase uz skompi-
lované programy, ale aj iné programové systémy napr. na vytvorenie uZivatel'ského rozhrania, ge-
nerovanie datovych stiborov pre Pylab, rozsirenie grafickych moznosti Pylab-u, symbolické tpravy
vzorcov (derivovanie, integrovanie, tiprava algebraickych vyrazov napr. v systéme MAXIM.

Nikdy nezabudajte na to, Ze praca s pocitatom je tvorivy dialég medzi vami a nim. Kedykol-
vek vam nieco zahlési na obrazovku, venujte tomu pozornost’ (hlavne, ked'je tam slovko "Error"
a ked' sa to vypisuje erveno). Pocitac si nevymysla a nesimuluje. Pokojne si preditajte, ¢o vam pise,
porozmyslajte a snaZte sa jeho spravanie pochopit. Potom sa moZete (niekedy je to aj na viackrat)
pokusat’ odstranit’ to, ¢o mu na vasom ,vypocte” vadi. Ignorovanim chybovych hlaseni a vytrvalym
opakovanim tych istych chybnych prikazov (alebo eSte horsie, nAhodnymi experimentami a zmenami
programu bez toho, aby ste rozumeli, ¢o vlastne robite) sa k nicomu rozumnému nedopracujete. To
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je ,hluboké nedorozumeéni “ a nie dialég.

Poznamka: Systém Pylab sa neustale vylepsuje, jeho zdrojové kody sa volne pristupné na Internete.
Ak si ho budete chciet’ instalovat’ doma, je do6lezité, aby ste mali najnovsie stabilné verzie modulov,
z ktorych sa sklada. Inak sa vdm I'ahko moze stat), Ze to, o nam funguje bez problémov v $kole, vam
doma chodit’ nebude. Uvddzame najnovsie verzie (stav zo zac¢iatku marca 2007):

Program Verzia | URL na download Dokumentécia
Python 244 http://wuw.python. org77VAN ROSSUM:2006T
IPython 0.7.3 http://ipython.scipy.org | (PEREZ,[2006)
Numpy 1.0.1 http://www.numpy.org (OLIFANT, 2005)
SciPy 0.5.2 http://scipy.org (OLIFANT, 2004)
Matplotlib | 0.90 http://matplotlib.sf.net| | (HUNTER,[2006)

Namiesto modulu Numpy (OLIFANT, 2005) sa predtym pouZivali moduly Numeric alebo Numarray,
pre nové instalécie ich vSak neodportcame, lebo sa dalej nevyvijaji. Samozrejme, ak budete potre-
bovat’ usmernenie ¢i radu pri instaldcii, radi pomdzeme (vyssieuvedena emailova adresa autora). No
obycajne stadi precitat’ si prislusné sibory README &i INSTALL a riadit’ sa podla nich. Pritom budete
mat’ ovela menej problémov s instalaciou a udrziavanim pod operaénymi systémami UNIX-ackeho
typu (napr. Linux, FreeBSD, Open BSD), nez keby ste pouzivali MS Windows. Verte, drvivi va¢sinu
problémov, ktoré sa objavuju na elektronickych konferencidch, hlasia uzivatelia MS Windows. Pre
vypoctovo naroiné aplikacie s OS UNIX-ackeho typu jednoznacne vhodnejsie a spolahlivejsie.
Niektoré distribtcie Linuxu (napr. Debian v nestabilnej a testovacej verzii) maja uz pripravené
binarne bali¢ky pre najnovsie moduly Pylabu, takZe je ich mozné instalovat'bez zdthavej kompilacie.

3.2.2 Zadavanie vektorov, matic a opericie s nimi

Vektory a matice st zdkladnymi objektami v Pylabe a tvoria aj zaklad pre drvivi va¢sinu numerickych
algoritmov. Hlavnou vyhodou Pylabu je, Ze dokaZe vykondvat’ maticové operacie a funkcie (napr.
vyber submatic a prvkov matica ajmodifikaciu prislusnych oblasti matice, vytvaranie matic z mensich
,blokov”, ndsobenie matic, inverznti maticu, determinant matice, vlastné ¢isla a vlastné vektory
avela inych veci), nemusime sa teda starat’ o ,,programovanie” na trovni prvkov matic a vektorov
s mnozstvom for cyklov a deklaracii. Tym sa zdrojovy kod znaéne zmensi a sprehladni.

BMAXIMA je kvalitny Open Source softvér na symbolické vypoéty, dd sansjst' naadresehttp: //maxima.sourceforge.net!
Uzito¢né je tiez uzivatelsky prijemné rozhranie wxMaxima s domovskou stréankou http://wxmaxima.sourceforge.net!


http://www.python.org
http://ipython.scipy.org
http://www.numpy.org
http://scipy.org
http://matplotlib.sf.net
http://maxima.sourceforge.net
http://wxmaxima.sourceforge.net

62 M. Kauki¢

Pokial si v8ak na taky (pohodlny, ale iny) $tyl prace zvyknete, budete mat’ tendenciu aj jednoduché
veci (z pohladu Pylabu) robit’ zloZito, hlavne ak ste si predtym zvykli na ,klasiku” v PASCAL-e ¢i
C-cku. Zlaté pravidlo Pylabu hlasa: Vyhybaj sa cyklom, kde sa to len da. VSetko sa snazte zapisovat’
aj vo vasich programoch Stylom, blizkym k obvyklému matematickému zéapisu, ako ste zvyknuti
napr. na matematickej analyze ¢i algebre.

Je dobre si uvedomit, Ze vektor je $pecidlnym pripadom matice (matica typu (1 x n) je riad-
kovy a typu (n x 1) stipcovy vektor). Ale tiez méZeme mat’ ,jednorozmerny” vektor, kde ndm na
riadkovosti ¢ stipcovosti nezélezi a vtedy sta¢i zadat’ len jeden rozmer — pocet prvkov.

Matica moze byt’ zadand viacerymi spdsobmi, napr.:

e pomocou prikazov a prostriedkov Pylabu (z klavesnice — zadanim prvkov matice alebo vytvo-
renim matice v Pylab-skom programe)

e nahratim zo stboru (vytvoreného v Pylabe, C-¢ku, FORTRANe, exportovaného z databazy,
prip. tabul'kového procesora alebo priamo vytvoreného v nejakom textovom editore).

7

Neodport¢ame vam pouzivat’ ,Skolsky” spdsob interaktivneho zaddvania rozmerov a prvkov
matice z klavesnice (Zadaj n: Zadaj A[1,1] a pod.). Hodi sa to pre malé tlohy, ale s redlnym
softvérom to nema ni¢ spolo¢né. Predpokladame, Ze chcete byt skuto¢ni profesiondli a nie ,lepici”,
preto si trénujte spravne programovacie navyky :-). Aj ked pouZzivate malé vstupné data, programujte
tak, aby ste ten isty kod mohli pouZit’ pre realistické, velké vstupy. Zasadne pouZivajte vstupné
a vystupné (textové, pre rozsiahle data aj binarne) subory, Python mé velmi prijemné prostriedky na
pracu s nimi.

Budeme sa zaoberat’najskor priamym zadavanim matic, teda prvym pripadom. Najjednoduchsim
sposobom je zadanie vymenovanim prvkov matice. Niekol'ko prikladov (skusajte si ,nazivo”):

A = array([[1,2.5], [-1,3]]) # realna matica 2x2
B = array([-1,3,2%x80]) # celocisel. jednorozmerny

# vektor, 2xx80 je umocnovanie

Br= array([[1,-2,3]1) # riadkovy vektor
Bs= array([[1],[-2],[3]11) # stlpcovy vektor
C = rand(4,3) # nahodna mat., rovnomer. rozd. [0,1)

D = zeros((3,3),’d’) # matica nul (realnych, nie int.)

F = 4xones((4,2)) # matica zo samych stvoriek (int.)
E = eye(4) # jednotkova matica 4x4 (matematicka)
G = empty((5,5)) # neinicializovana mat. 5x5, rychle

Am= mat(’1,2,4;4,5,6;7,8,9’)

Mozno ste pri zadavani prikazov zmiteni, Ze nevidite ni¢ na obrazovke. Prikaz vykonate a akoby
sa ni¢ nestalo? No, stalo sa. Do premennych A, B, ..., G, Am mate priradené, to, ¢o ste zadali. Vypis
premennej na obrazovku zariadite jednoducho napisanim jej mena alebo cez prikaz print, napr.
print (A4). Keby ste nieco vytvorili, ale nikde nepriradili, automaticky sa to vypiSe na obrazovku — to
je najrozumnejsie, o modze systém pre vas urobit’ (samozrejme, nepriradené objekty nemdzete pouzit’
v dalsich vypoctoch).

Vicsina z vas uz asiuhadla, Ze texty za znakom # (aZ do konca riadku) v horeuvedenych prikladoch
st komentére. Teda st to vysvetlujace poznamky pre nés, I'udi a Pylab ich ignoruje. Je dobre si robit’
komentare, st trvacnejsie, ako napr. poznadmky v zosite :-). Vase zdrojaky a tieZ historiu interaktivnych
prikazov si moZete kedykolvek pozriet’ na poéitaci, na ktorom robite, alebo si ich stiahnut’ cez siet’
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Casto, hlavne ked uZ robite v Pylabe dlhsi ¢as, stratite prehlad o tom, &o za premenné a funkcie ste
si vyrobili. TakZe namiesto toho, aby ste si lamali hlavu, ¢i sa vasa matica vola A, a alebo Aa, spytajte
sa systému — Hej, kto je tu? — prikazom who. Ufrflanejs$i prikaz whos vdm povie aj, aké typy majti vase
objekty a vypise aj rozumné mnoZstvo ich prvkov (ak su to objekty sekvenéného typu). Lubovolny
objekt moZete zlikvidovat’ prikazom del, napr. del (G) alebo pre viaceré objekty del(0Ob1,0b2,0b3).
Ale tie matice, ¢o sme vytvorili vyssie, si nechajte, budeme sa na ne este odvolavat’ Treba si zvyknut’
tiez na to, Ze Pylab rozliSuje malé a velké pismen4, teda AA, Aa, ad, aa su $tyri rdzne mena objektov
v Pylabe.

Asi ste pochopili, Ze prikaz array vytvori jedno alebo viacrozmerné pole, ak mu zadate nejaky
zoznam (to st tie veci v hranatych zatvorkach). No a rand, zeros, ones, eye sltizia na rychle, pohodIné
vytvéranie $pecialnych matic. Pomocou funkcie mat a textového retazca méZete vytvarat’ matice
v §tyle MATLAB-u, teda riadky oddelené bodkociarkou a prvky v riadku ¢iarkami ¢i medzerami.
Funkcie rand, eye sa vyvolaju jednoducho, napr. rand (2, 3) bude matica ndhodnych &isel typu 2 x 3.

Funkcie zeros, ones majti nejako viac zatvoriek. Je to preto, lebo méZeme mat’nuly ¢i jednicky ce-
lo¢iselné, redlne alebo komplexné. Ked' zadame len usporiadanu dvojicu, napr. zeros ((2,4)) vytvori
sa celo¢iselna matica (vonkajsie zatvorky su volanie funkcie zeros, vniitorné zas pre usporiadant
dvojicu, uréujicu rozmer matice, v naom pripade to bude matica typu 2 x 4). Ked' vSak zavolame
zeros((2,4),’d’) tak sa vytvori matica s nulami redlnymi. Pre pocitac je to podstatny rozdiel, lebo
realne ¢isla uklada do paméte a pracuje s nimi tplne inak ako s celymi ¢islami.

Uvedieme pismenové oznacenia pre niektoré ¢asto pouZzivané typy prvkov ¢iselnych poli: *?’ —
booleovské hodnoty (v Pythone sa znacia identifikatormi True, False), *b’ —byte, >1’ — celé Cisla, >d’> —
redlne ¢isla, D’ —komplexné ¢isla. TakZe napr. ones ((3,5),’7’) bude matica 3 x 5, ktorej vSetky prvky
budt mat” hodnotu True.

Z vyssieuvedeného prikladu (pre maticu B) vidite, Ze operdcia umoctiovania sa zna¢i dvomi
hviezdi¢kami (to je prevzaté z FORTRAN-u). Ale tieZ vidite, Ze aj také velké &islo ako 28 sa zobrazi
spravne. Je to preto, Ze Python pracuje s celymi ¢islami s lubovolnou presnostou, ¢o neplati napr.
pre PASCAL & C/C++. Takze v Pylabe modZeme ratat’ napr. faktorialy velkych &isel alebo binomické
koeficienty (mozete si vyskus$at, st to funkcie factorial, comb).

Na matici D=4*ones ((4,2)) vidite, Ze moZeme robit” aritmetické operacie medzi maticami a ¢is-
lami. Skiste si napr. C+2 a dostanete maticu, kde ku kazdému prvku matice C je pripocitana dvojka.
Podobne funguje aj od¢itanie a delenie nenulovym redlnym ¢i celym ¢islom.

Takisto, teda ako operéacie po prvkoch, fungujt aj aritmetické operacie medzi maticami (obycajne
rovnakého rozmeru). VyskuasSajte AxA, C+C, F/4.0. TakZe, na rozdiel od MATLAB-u, hviezdi¢kovy
operétor nie je maticové nasobenie, ako ho pozname z algebry. Ak chceme nasobit’ matice ¢i vektory
takto , matematicky”, pouZzijeme funkciu dot (z anglického nazvu , dot product”), napr. dot (C,Bs)
urobi sti¢in matice C a stipcového vektora Bs v tomto poradi. Keby sme chceli urobit’stcin dot (Bs, C),
systém by ndm to vycitavo odmietol, nesedia mu rozmery.

Mobzeme si polozit’ otdzku, ako zistime rozmery viacrozmerného &iselného pola? A vobec, aké
d’alsie funkcie méame na pracu s polami k dispozicii? Tu prichddzame do oblasti, kde je nas pracovny
jazyk — Python pre nas velkou posilou, pretoZe je objektovo orientovany. Vietko, ¢o vytvorime, je
objekt. Podla toho, ako vznikol nas objekt P, ma vzdy nejaky datovy typ. Ten zistime prikazom
type (P). Ako to poznéte z inych objektovo orientovanych jazykov, kazdy objekt ma tieZ svoje dita
a met6dy (ked pouZijeme terminoldgiu z jazyka C++). K nim sa dostaneme v Pylabe cez bodkové
oznacenie.

Napr. ak A je ¢iselné pole (to je u nas datovy typ ndarray), potom jeho metédy (funkcie) st A . max,
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A.sum, A.reshape, A.transpose a vela inych. Jeho data (atributy) st napr. A.shape, A.dtypechar,
A.ndim. No odkial sme sa to dozvedeli? To si musime pamatat, ¢i ¢o? Ziadny strach, pretoze Pylab
inteligentne dopliiuje ndzvy objektov a ich metéd. Pouzivame na to klaves TAB — to je ten s dvomi
diédami :-). Konkrétne, ak napiSete A. (ta bodka je tam doélezitd) a stlacite TAB, vypiSu sa vdm na
obrazovku vSetky data a metédy objektu A. Ked' je toho vela (akoZe aj je), napiSeme napr. A.tra
a potom stla¢ime TAB. A dostaneme len dve met6dy A.trace, A. transpose. Ak ndm nie je intuitivne
jasné znazvu (alebo experimentovanim), o com dané vecje, dame sinapovedu, napr. prikaz A. trace?.

Teraz prezradime, Ze A.shape je usporiadand n-tica, ur¢ujica rozmery pola A. Konkrétne, pre
maticu A z nasho prikladu ndm Pylab vrati dvojicu (2,2). Vyskusajte, ¢o dostanete pre vektory B, Br,
Bs a maticu C. Potom vam bude jasné, prec¢o nejde urobit’ maticovy sti¢in dot (C,Br). D4 sa urobit’
dot (C,B) a preco?

Je zaujimavé, Ze rozmery matice mdZeme menit’ kedykolvek, priradenim do jej datového atributu
shape, teda ak ddme C. shape=(6,2), naraz sa z matice 4 x 3 stane matica 6 x 2. Rozmyslite si, ako by
ste tymto $tylom z 'ubovolnej matice urobili jednorozmerné pole (malé napoveda: (m,n)=C.shape
priradi do premennej m pocet riadkov a do premennej n poet stipcov matice C).

Je jasné, Ze zadavanie matic prvkami sa hodi len pre nie prili§ rozmerné matice. Numericka
analyza sa vSak pouZiva na rieSenie redlnych problémov, kde matice rddove 100 x 100 st , malé”.
Nastastie, ,prvkami” pri zaddvani matice mozu byt nielen ¢isla, ale tieZ celé maticové bloky ¢i
submatice. Matice v aplikaciach maju ¢asto blokovt struktiru a v Pylabe mame na ich konstrukciu
funkciu bmat.

Napriklad matica M typu 8 x 10 mdZe byt’ , pozliepana” z mensich blokov 4, B, C, D:

A=ones((3,5))

A B
3%5 3% 3 B=zeros((3,3))
b C=3*ones ((5,8))
C 8x2
5% 8 D=-ones((8,2))
P=bmat (’A,B;C’); M=bmat(’P,D’)

Najskor vytvorime pomocnt maticu P typu 8 x 8, ktorej prvy ,riadok” je tvoreny maticami A, B
a druhy ,riadok” je C. Potom k P pridame sprava maticu D. VSimnite si, Ze argument pre funkciu
bmat zadavame ako textovy retazec; v fiom st prvky (bloky) v riadku oddelené ¢iarkami a riadky sa
oddeluju bodkotiarkou (tak je to zvykom v MATLAB-e). Vidite tieZ, Ze na jednom riadku moZzeme
zadat’ viac prikazov, ak ich oddelime bodkociarkou (plati aj v Pythone nielen v Pylabe). Na spajanie
matic (vedla seba alebo pod sebou) mame este funkciu concatenate.

Cviéenie 3.1 Vytvorte ,sachovnicu”, teda maticu 8 x 8, kde na bielych poliach budii nuly a na Ciernych
jednicky. Mysli sa inteligentny algoritmus, s ¢o najmensou ndmahou a nie otrocké zaddvanie vsetkyjch prokov.
A samozrejme taky aby sa dal lahko zovSeobecnit’ aj na viicSie matice.

V numerike aj v tlohach inZinierskej praxe sa stretdvame s pasovymi maticami. Prikaz diag ndm
umoznuje poskladat’ maticu zo Ssikmych , padsov”, rovnobeZznych s hlavnou diagonalou. Sktste takto
vytvorit’ maticu M rozmeru 10 x 10, ktord bude mat’ na hlavnej diagonale trojky, nad fou ¢isla —1
a pod diagonalou ¢isla —2; ostatné prvky matice M st nulové.
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Casto potrebujeme vektory, ktorych prvky st ,pravidelne rozmiestnené” medzi hodnotami v_beg
(pociatocnd hodnota) a v_end (koncovd hodnota). Ak pozname pocet prvkov n takého vektora v, vytvorime
ho jednoducho prikazom

v = linspace(v_beg, v_end,n).

Vektory ekvidiStanénych (rovnako od seba vzdialenych) hodnét, generované pomocou linspace
vyuZzivame ¢asto na kreslenie grafov (kriviek, ploch). Napriklad prikazmi

x = linspace(—pi, 3*pi, 100); y =sin(x); plot(x,y)

vytvorime 100-prvkovy vektor x hodnot, rovnomerne pokryvajtcich interval (—m, 37t), dalej vypo-
¢itame hodnoty sinusu vo vSetkych tychto bodoch x a vykreslime graf funkcie y = sinx pre x
v intervale (—, 37). Skuste si to, nech vidite s minimdlnou namahou uz aj nejaky obrazok :-). Neskor
si o grafike v Pylabe povieme podrobnejsie.

Na vytvorenie vektora celo¢iselnych ekvidistan¢nych hodnét je vyhodnejsi prikaz arange (i _beg,
i_end, step), ktory vytvori vektor ekvidistanénych hodnét s krokom step zacinajici hodnotou
i_beg, pricom koncova hodnota nie je vdcsia ako i_end - 1. Napriklad prikaz arange(1, 10, 2)
vytvori vektor (1, 3, 5, 7, 9), ale arange(1, 9, 2) da vektor (1, 3, 5, 7). Ak nezadame ar-
gument step, berie sa krok 1 (vektor za sebou idtcich celych ¢isel), napr. arange (1, 6) je vektor (1,
2, 3, 4, 5). Ak zadame jedind hodnotu, napr. arange (n), dostaneme vektor # hodnét 0, 1, ...,
n — 1. Pythonsky prikaz range sa sprava takisto, ale namiesto ¢iselného vektora vracia zoznam.

3.2.3 Vyberanie a prirad'ovanie prvkov a submatic, operitory porovnévania a ich vyuZitie

Jednotlivé prvky vyberame z matice pomocou indexovania hranatymi zatvorkami, ako je to zvykom
aj v inych programovacich jazykoch. Teda to, ¢o matematicky zapiSeme ako A;;, budeme v Pylabe
pisat’ ako A[i, j]. Je dolezité vediet, Ze ¢islovanie riadkov a stlpcov zacina od nuly (tak, ako je to
vjazyku C), takZe prvok v ,lavom hornom rohu” matice A je A[0,0]. Celé riadky vyberame zadanim
jedného indexu, napr. A[0] je prvy riadok matice A.

Namiesto ¢iselnych indexov moézu byt’ tzv. slices (po slovensky hddam , krajce”), ktoré vyzeraja
ako

ibeg:i_end:k,

kde i_beg je zaciato¢ny index, i_end koncovy index a k je krok. Tato dvojbodkovéa syntax je ekvi-
valentné prikazu arange(i_beg, i_end+1, k), takZe plati vSetko, ¢o sme povedali vyssie o tomto
prikaze. IbaZe krajce sa dajt pouZit’ len pri indexovani poli. Uk&dZeme to na prikladoch, kde predpo-
kladame, Ze A je matica 5 x 5, generovana napr. prikazom A=rand(5,5)

A[:2,:2] # submatica - prve dva riadky a stlpce
Al1::2,::2] # riadky 1,3 a stlpce 0,2,4

Al1:3,3] # riadky 1,2 a stlpec 3

Al:,2] # vsetky riadky, stlpec 2

Al::-1,:] # riadky matice A v opacnom poradi
A[[3,0,2],:]1 # riadky 3,0,2 a vsetky stlpce

Myslime, Ze z uvedenych prikladov je jasné, ¢o sa stane, ked sa vynecha zaciato¢ny index, koncovy
index ¢i krok. Osobitne zaujimavé je vytvorenie vektora s opaénym poradim prvkov prikazom
v[::-1].
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Vyber prvkov pomocou ,,dvojbodkového oznacenia” mozeme robit’ na oboch stranach prirado-
vacieho prikazu, napr.
A[;,[1,2,4]] =B[;,1: 4]

nahradyi stipce 1, 2, 4 matice A prvymi tromi stfpcami matice B. Pri podobnom priradovani treba dbat’
na rozmerovu kompatibilitu (pravé a lava strana musia mat’ ten isty rozmer). Na pravej strane moze
byt’ tieZ len jedno ¢&islo, takZe prikazom

Al:2,:3]=0

vynulujeme celt prislusnti submaticu matice A. To je jeden zo spdsobov, ako sa vyhnut’ explicitnym
cyklom (typu for, while) a zrychlit’ beh programu.

V algebre ste ¢asto robili operacie s riadkami matice, napr. nejaky nasobok prvého riadku ste
pricitali k druhému riadku matice A a vysledok zapisali do druhého riadku. To sa urobi aj v Pylabe
Tahko (nezabtdajme na indexovanie riadkov a stlpcov od nuly):

A[1] = A[1] 4+ 3.5 A[0]

Dalsi priklad:
dx = x[1:] —x[: —1]

vypocita vektor diferencii Ax; = x4 — x; prei =1,2,...,n — 1, ak x je n-prvkovy vektor. Zaporné
indexy st $pecialitou Pythonu a pocitajii sa od konca, takZe x [: -1] je vektor x bez posledného prvku.

Pomocou dvojbodkoveho oznacenia by ste si mohli skusit” urobit’ td Ssachovnicovt maticu nal
a jedniciek, ktorta sme hore konstruovali z blokov. Stacilo by vyrobit’ vektory prvych dvoch riadkov
a tie potom ,,0b dva” opakovat..

Prechddzame k operatorom porovnavania (t.j. <, >, <=, >=, ==, ! =). Predpokladajme, Ze A je ndhodna
matica, vytvorend ako A=rand(4,4). Skuste si, ¢o urobia prikazy A>0.7, A<O, A != A, A == A. Ako
vidite, vysledok je booleovska matica s rovnakym rozmerom ako matica 4, v ktorej hodnoty True st
na miestach, kde je podmienka porovnavania splnena a hodnoty False tam, kde nie je.

Operatory porovnavania moZeme tiez kombinovat’ s logickymi operatormi &, |, ~. Pre tych, ¢o
poznaji Python —nepouZivajte na ¢iselné polia operatory and, or, not, lebo tie vaim vynadajt (nevedia
porovnévat’polia ,,po prvkoch”).

Najkraj$ie na tom vsetkom je, Ze vysledok porovnavania (booleovska matica) sa da pouzit’ na
d’al$iu manipuléciu s tymi prvkami matice, kde je pravdivostna hodnota True. Napr.

A[(A>08)|(A<0.1)]=0

vynuluje v matici A vSetky prvky, ktoré st vacsie ako 0.8 alebo mensie ako 0.1. Porozmyslajte, ako
by ste vynulovali vSetky prvky, ktorych absoltdtna hodnota je mensia ako dané kladné ¢islo ¢, napr.
€ =4.4e-16.

Pekny priklad: zistime pocet prvkov v ndhodnej matici 100 x 100, ktoré st vacsie ako 0.7 (kedze
viete nie¢o z pravdepodobnosti, mali by ste tusit, kol'ko ich bude):

A=rand(100,100) # nahodna matica 100 x 100
A7=(A>0.7) # bool. matica, True kde ali,j] > 0.7
P7=A7.sum() # sucet prvkov A7 je ten pocet

# (True -> 1, False -> 0 v sucte)
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V&imnite si, ze metéda sum s¢ita vietky prvky daného ¢iselného pola (aj viacrozmerného). Ak po-
trebujeme vektory stlpcovych alebo riadkovych stétov, treba zadat’ este ,stradnicovt os” — 0 pre
stipcové a 1 pre riadkové stéty, teda S_riad=A.sum(0); S_stlp=A.sum(1).
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3.3 Zakladné funkcie na pracu s polynémami a maticami

Spomenieme niekol'ko funkcii pre polynémy a matice, ktoré asi budete ¢asto pouZivat’
Polyném Py (x) = cyx" + ¢, 1x" 1 4 -+ + c1x + ¢p je v Pylabe reprezentovany vektorom jeho
koeficientov, pricom za¢iname od najvyssej mocniny premennej x. Napr. polyném

Ps(x) =x° —2x3+7x> —x -3

244

je dany vektorom c=[1, 0, -2, 7, -1, -3].Teda ziadne ,ru¢né” programovanie mocnin premen-
nej a pod. Na pocitanie hodnoét polynému pouzivame funkciu polyval, takze

y5 = polyval(c,rand(100))

uloZi do premennej y5 hodnoty horeuvedeného polynému, vypocitané v 100 nahodnych bodoch.

Dvojica funkcif roots, poly sliizi na vypocet koreriov polynému a opacne, na rekonstrukciu
koeficientov polynému, ak sti dané jeho korene. Vysktsajme si (prikaz from scipy import poly na
prvom riadku sltiZi na naditanie funkcie poly z modulu scipy a vysvetlime ho podrobnejsie v dalsom
odseku):

from scipy import poly
W=poly(arange(1.0,21.0)) # Koeficienty Wilkinsonovho

# polynomu s korenmi 1,2,...20
R=roots(W20) # korene toho polynomu

# to, co uvidite, je zivot :-)

Na nasobenie a delenie polynémov mame funkcie polymul, polydiv. Vyndsobme polynémy
p = (x—1)°,q = x> + 5x — 6 a stiin vydelime opét’ polynémom g, &im by sme mali dostat’ polyném
p a zvysok 0. Je to tak?

from scipy import polymul, polydiv

cp=poly([1.0]%5) # polynom p s 5-nasob. korenom 1
co=[1, 5, -6] # polynom q
cs=polymul(cp,cq) # vysledok nasobenia - polynom

cpd,zv=polydiv(cs,cq) # s/q = p (cpd = cp plati?)

Maticami sa zaoberdme dost’ aj preto, aby sme vedeli riesit’ stistavy linedrnych rovnic. Ak matica
systému je Stvorcova a reguldrna, t. j. s nenulovym determinantom, m6Zzeme pouzit’ funkciu solve.
Napr:

A=rand (1000,1000) # nahodna matica 1000 x 1000
b=rand (1000) # nahodna prava strana
x=solve(A,b) # x je riesenie syst. A x =D
norm(dot (A,x)-b) # velkost vektora A x - b

#

musi byt velmi male cislo

Prava strana b systému moze byt aj matica typu n x m ak matica systému je typu n X n. Je to akoby
m pravych stran naraz (stlpce matice b). Napr.

Ai = solve(A, eye(1000,dtype = 'd’))
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vypocita inverznt maticu k matici A. Ale nikdy to tak nerobte, je to neefektivne. A vobec, inverznu
maticu potrebujeme skutocne zriedkavo. Potrebujeme riesit’ stistavy linedrnych rovnic. To vieme
pomocou metéd numerickej analyzy aj pre stistavy so vieobecnou obdiznikovou maticou (KAUKIC,
1998; BUSA|, [2006).
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3.4 Programovanie v Pylabe
3.4.1 Ziklady na preZitie

Pylab je interaktivny interpreta¢ny jazyk. Vy mu zadavate rdzne prikazy (v prikazovom riadku na
obrazovke), on ich vykonava. Ked' v8ak chcete robit’ komplikovanejsie veci, napisete si va$ program
s pomocou nejakého textového editora (my budeme pouzivat'nedit, http://www.nedit.org/, ¢oje
skratka z Nirvana Editor :-), uloZite na disk a potom ho spustite v naSom interaktivnom prostredi cez
prikaz run.

Programovanie v Pylabe je vlastne programovanim v Pythone. TakZze mame k dispozicii vetky
datové typy (Cisla celé, redlne a komplexné, textové retazce, zoznamy, usporiadané n-tice, asocia-
tivne polia) a prikazy (vratane cyklov, podmienok, oSetrovania vynimoc¢nych situécif) z Pythonu. Na
produktivnu pracu v Pylabe vSak stadi velmi mélo a to si ukaZeme na jednoduchych prikladoch.

Priklad 3.2 Napisme funkciu, ktord vytvori Hilbertovu maticu n X n, t. j. maticu s prokami
hij=1/(i+j=1),ij=12,...,n

Najskér musime spravne nakonfigurovat’ editor, v ktorom budeme nase zdrojové programy pisat.
Je to velmi dolezité, pretoZe Python pouZiva indenticiu (odsadenie textu) na oznacenie blokov
v programe (teda to, ¢o sa v PASCALe znaci pomocou begin, end a v C-¢ku pomocou zloZenych z&-
tvoriek). Editor treba nastavit’ tak, aby namiesto tabelatorov vkladal $tyri medzery (ak to vo vasom
editore nejde, prejdite nainy :-). A potom na indentaciu zdsadne vyuzivajte klaves TAB, nie medzery.
Ak eSte nemate vybrany vhodny editor, skuste si pozriet’ http://stani.be/python/spe/blog/,
editor, ¢i skor IDE SPE je napisany v Pythone a je velmi dobry.

Ak sabudete tychto rad drzat, nebudete mat’Ziadne problémy. Ak nie, doc¢kate sa mnohych hldsok
typu Indentation error a budete nadavat’na Python. Najhorsie, ¢o moze byt je zdrojak, v ktorom
st pomie$ané tabulatory a medzery v indentécii. V kazdom editore to mdZe potom vyzerat’ inak. Co
je horsie, uplne sa moZe zmenit’ zmysel zdrojaku. Autor to moZe potvrdit’ z vlastnej skasenosti, ked’
zad¢inal s Pythonom vel'mi krvopotne prave z uvedenych malichernych dévodov.

TakZe predpokladame, Ze mate editor spravne nastaveny. Dajte si vytvorit’ novy sdbor, ktory
hned pomenujte napr. hilbert.py. To ukondenie stiboru na .py pomoze editoru, aby nastavil zvy-
raziiovanie syntaxe, prip. dopltianie kli¢ovych slov, a pod.

V nasom malom stbore vidite definiciu funkcie, potom inicializdciu matice (alokdciu paméte).
Dalej sti dva vnorené prikazy cyklov a nakoniec priradenie hodnét prvkom matice (naraz dvom
— pretoZe Hilbertova matica je symetrick4, t. j. hjj = hj;). Na tomto priklade dobre vidiet’ pouZitie
indentacie. Cyklusfor j in range(i,n):jevnoreny do prvého cyklu, pretoZeje nariadku odsadeny
vzhladom na ten prvy cyklus. Prikaz priradenia H[i,j]=H[j,i]=1.0/(i+j+1) je sucastou oboch
cyklov, ale prikaz return uz ani do jedného z cyklov nepatri, pretoZe za¢ina na rovnakej tirovni
indentacie ako vonkajsi cyklus. Keby sme pridali do suboru dalsi riadok, ktory by zaé¢inal prikazmi
na drovni def, tak tieto prikazy by uz nepatrili do funkcie hilb. Na takuto logiku sa da pomerne
rychlo zvyknit. No a obsah stiboru bude nasledujtci:

from numpy import empty
def hilb(n):

H=empty((n,n),’d’) #inicializacia matice H

for i in range(n): # priradenie prvkov


http://www.nedit.org/
http://stani.be/python/spe/blog/
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for j in range(i,n):
H[i,jl=H[j,i1=1.0/(i+j+1)
return H

.....

programy nebyvajt bez chyb a treba ich ladit, teda opakovane prepisovat’ v editore). Vratte sa do
interaktivneho prostredia Pylabu a prikazom run hilbert.py naditate do Pylabu vsetko, ¢o je v tom
subore definované. V naSom pripade je to len funkcia hilb a moZete sa pomocou prikazov who, whos
presvedcit), Ze ju mate.

Nasa funkcia sa vyvola (pouZije) podobne ako vstavané funkcie, teda, Ze zadame meno funkcie
a nejaké (konkrétne) argumenty (alebo, keby argumenty neboli, tak len prazdne zatvorky). Napr.
hilb(5),hilb(12). No nie je blbuvzdornd, lebo napr. vykona sa aj hilb(5.735). Ale vzdy za¢iname
tak, Ze nam ide o spravnu funkcionalitu programu a predpokladame inteligentného uZivatela (oby-
¢ajne prvy, kto to testuje, je sdm tvorca programu :-) a azZ neskor sa vratime k oSetreniu chyb vstupu
a inym menej podstatnym veciam.

Zapamadtajme si, Ze dvojbodky na konci riadkov st sticastou syntaxe a piSu sa len v tychto
pripadoch:

1. za definiciou funkcie, napr. def factorial(m):,
2. na zaciatku cyklov for, while,

3. v podmienkach, za kl'a¢ovymi slovami if, elif, else, finally a tieZ pri oSetrovani vynimiek
(kI'acové slova try, except).

Ked' chceme, aby nasa funkcia vratila nejaky objekt, musime to explicitne povedat’ prikazom
return. Ked' to neurobime, funkcia vrati , Pythotidcke ni¢”, ¢o je §pecidlny objekt None. Samozrejme,
z funkcie moZeme vratit’ aj viac objektov naraz, napr. cez usporiadant n-ticu (n = 2).

V Pythone funguje viacndsobné priradenie, napr. a=b=1, alebo podobne a,b=1, 2, t.j. usporiadanej
dvojici (a,b) sa priradia prislusné hodnoty z ¢iselnej dvojice (1,2). Dva objekty zamenime jedno-
ducho prikazom a,b=b,a. VSimnite si, Ze usporiadana n-tica to st objekty, oddelené ¢iarkou. Pisat’
okriihle zatvorky niekedy nie je nutné.

Casto pouzivanym trikom je ,rozdistribuovanie” vysledku funkcie do viacerych premennych.

Napr. ak MP="AlZbeta Kalininova" je textovy retazec, tak prikazom
meno, priezvisko = MP.split()

urobime priradenia meno="AlZbeta", priezvisko="Kalininova". Pozrite si, ¢o robi metdéda split
pre objekty typu str.
V Pylabe moéZeme pohodlne zapisovat’ aj ,intervalové” nerovnosti, napr.

—1 £ x < 3 zapiSeme ako —1 <=x < 3.

Zaujimavy je prvy riadok vyssieuvedeného stiboru hilbert.py. V Pythone (podobne, ako je
to v C-Cku) je vadsina funkcionality pristupna v moduloch, ¢o je obdoba PASCAL-ovskych ,units”
alebo C-ckovskych kniznic. Napr. funkcia empty je v module numpy a spristupnime ju (importujeme do
nasho programu) préave prikazom: from numpy import empty.Naraz moéZeme z toho istého modulu
importovat’ aj viac objektov, napr.:

from numpy import zeros, ones, eye, empty, dot.
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Ako vieme, v ktorom module (resp. submodule) je nasa funkcia? NuZz, vyskiSame moduly, tvo-
riace Pylab v tomto poradi numpy, scipy, pylab. Zakladné funkcie na pracu s maticami a vektormi
budt v module numpy, tie druhé dva stinadstavbou nad tymto fundamentalnym modulom. V interak-
tivnom prostredi importujeme oba vypoctové moduly, teda import numpy, scipy.Predpokladajme,
Ze chceme vediet, odkial treba importovat’ funkciu solve. Sktisime numpy.sol a tieZ scipy.sol, &i
nam to doplni TAB-om. Ak nie, tak tam t4 funkcia nie je.

Ak nieco nie je v moduloch numpy ani scipy, treba vysktsat’ submoduly v scipy. NajuZito¢nejsie
pre nas budtt submoduly scipy.linalg, scipy.interpolate, scipy.integrate, scipy.optimize,
scipy.stats. V nasom pripade zaberie scipy.linalg.sol, lebo to sa ndm uz TAB-om doplni. Teda
prikaz na import funkcie solve bude:

from scipy.linalg import solve

Modul na kreslenie, pylab, pouZivame obycajne tak, Ze z neho importujeme vSetko, teda from pylab
import *.Zvyknite si, Ze vSetky importy ddvame na zaciatok zdrojového stiboru, nikdy nie roztra-
tené sem-tam alebo niekde v nasich definovanych funkciach. Inak sa budete velmi ¢udovat/, preco raz
mate a raz neméte nieco k dispozicii. Ladenie programu s roztratenymi importami by bolo vrcholne
neprijemné.

Treba si ujasnit’ este jednu fundamentalnu vec: ak je nejaky objekt dostupny v interaktivnom
prostredi, nemusi byt’ dostupny vo vasom zdrojovom stibore. Kazdy Pylabsky zdrojovy stbor
sa chové ako ,minimodul” a ma svoj vlastny priestor mien. Napriklad po spusteni Pylabu méte
v interaktivnom prostredi k dispozicii funkcie array, dot, solve, zeros, bmat, empty a mnoho dalsich.
Je to zaistené tym, Ze sme ich pridali do vhodnych inicializa¢nych stiborov, ktoré si Pylab naéita pri
Starte. Ale to vas zdrojak nerobi, a preto vsetky tieto funkcie musite importovat, ak ich chcete
pouzivat. No a samozrejme, nacitat’ vami definované funkcie vykonanim vésho zdrojaku cez prikaz

run, napr. run factorial.py.
Priklad 3.3 NapiSme funkciu na vyjpocet faktoridlu nezdporného celého isla n. UloZte ju ako factorial . py.

def factor(n):

assert(type(n)==int and n>=0), "Need natural number"

fct=1
if n in [0,1]:
return fct
else:
for k in range(2,n+1):
fct = kxfct # alebo ako v C-cku: fct *=

return fct
Priklad 3.4 Vytvorime funkciu na vijpocet n-tého clena a,, Fibonacciho postupnosti, ktord je dand predpisom
ap=0,a1 =1, app=ar1+a pre k=0,1,....

def fib(n):
assert(type(n)==int and n>=0), "Need natural number."
if n in [0,1]:
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return n
else:
a_akt,a_predch=1,0
for k in range(2,n+1):
a_akt,a_predch=a_akt+a_predch,a_akt
return a_akt

2 Mz

Nové je v tychto funkcidch oSetrenie vstupu tak, aby to nepreslo, ak vstup nie je celé &islo a este
k tomu aj nezdporné. Funkcia assert zaisti, aby v nej uvedené predpoklady boli splnené. Ak nie s4,
generuje sa chyba a moze sa pripadne vypisat’ objastiujici text.

Podobne ako operator and aj ostatné logické operatory or, not st pomenované prislusnymi
anglickymi slovami (ale ako sme povedali uz vyssie, pre ¢iselné polia pouZzivajte &, |, 7).

V tom priklade vidite tieZ jednoduché vetvenie programu podla podmienky — pre n patriace do
zoznamu [1,2] je faktorial rovny jednej, inak sa pocita v cykle opakovanym nasobenim. Rozmyslite
si, Ze vnaSom priklade td podmienku else aninetreba. VSeobecny prikaz na vetvenie moZe obsahovat’
este niekol'ko vetiev, zadinajucich klti¢ovym slovom elif.

3.4.2 Pracas datovymi sibormi

Na uschovanie dat v textovych stboroch a ich opdtovné nacitanie mame dvojicu funkcif save, load.

Priklad 3.5 Vytvorme ndhodny neorientovany graf, ktory md dvandst’ vrcholov a 53 hrdn. Zoznam hrin
zapisme do stiboru a potom tie hrany z neho nacitajme.

Graf sa tu chape v zmysle dopravnej siete (cestnej, Zeleznicnej), t. j. ako mnozina uzlov (vrcholov),
najmensieho odporu a hrubou silou. V module numpy . random (kedZe je to submodul pre pravdepo-
dobnost’ a $tatistiku, je logické, Ze hladdme tam) ndjdeme nasim obltibenym doplitovanim kldvesom
TAB, Ze existuje funkcia numpy . random. random_integers a ta sa nam hodi. Kedze ndm nerobi problém
napisat’ vSeobecnii funkciu pre ndhodny graf s n vrcholmi (ocislujeme ich poradovymi ¢islami od 1
do n) a m hranami, urobime to. UloZte si ju do siboru randgraph.py. V tej funkcii budeme generovat’
hrany (dvojice ¢isel 1 aZ n, pricom na poradi nezéleZi, teda vzdy m6zeme zobrat’ prvy prvok mensi,
ako druhy), kym ich nebude presne m:

from numpy.random import random_integers as rndint

def randgraph(n,m):

Ph=0 # pocet hran
Zh=[] # zoznam hran
odpad=0 # pocet zamietnutych hran

while True:
u,v=rndint(1,n) ,rndint(1,n)
# pripustne su len hrany pre u<v
# a take, ktore este nemame
if u<v and (not (u,v) in Zh):
Zh.append((u,v)); Ph += 1
else:
odpad += 1
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if Ph==m:
break

return Zh, odpad

Vsimnite si, Ze pre pohodInost’sme si priimporte premenovali funkciu random_integers —dali smejej
kratsie meno. Ak sa cudujete, naco ndm je premennd odpad, tak prakticky nani¢. Ale moéZzeme si podla
nej urobit’ predstavu, aka je nasa metéda hrubej sily (ne)tac¢inna. Viac ako polovicka generovanych
hran sa nepouZije. Skuste si vyvolat’ nasu funkciu (niekolkokrét) tak, ako to potrebujeme, teda

Zh,odp=randgraph(12,53)

a uvidite, Ze v premennej odp bude vzdy okolo 200 odvrhnutych hran. Potom, na ,produktivne”
vyuZzitie upravte funkciu randgraph bez premennej odpad, ¢im sa jej zdrojak dost’ zjednodusi.
Zaujimavostou funkcie randgraph je jej spravanie sa pri volaniach ako napr. randgraph(12,67).
Odportcame vyskusat. A hlavne potom upravit’ tak, aby sa podobné psie kusy neopakovali (je
moZné, Ze v panike aj pocitac resetnete, ale nerobte to :-). RadSej si spomerite na niektoré elementarne
fakty z kombinatoriky.
Teraz moéZeme ten zoznam hran uloZzit’ do textového stboru s ndzvom gr12_563.txt prikazom:

save(’gr12_53.txt’,Zh,’%i’)

Treti, nepovinny parameter je formétovaci retazec v style C-cka, teda "%i" znamena uloZenie v ce-
lo¢iselnom formate ("%d" by bol format pre realne &isla v dvojitej presnosti — typ double v C-¢ku).
Subor gr12.53.txt si moZete pozriet’ a pripadne upravovat’ v textovom editore; vyskusajte, ¢o to
urobi, ak zavolate funkciu save bez tretieho parametra.

Teraz zni¢ime premennd Zh, ako by sme to urobili s hocijakym Pylabskym objektom, teda prika-
zom del(Zh). MozZete sa presved(it’ cez prikaz who, Ze uZ ju nenajdete medzi zivymi, t. j. existujticimi
premennymi. Naéitame ju ale znova z nasho stiboru prikazom

Zh_nove=load(’gr12_53.txt’)

Vysledkom bude &iselné pole s 53 riadkami a dvomi stfpcami; kazdy riadok je jedna hrana. Ale ked’
si date niektory riadok vypisat) zistite, Ze jeho dva prvky st redlne a nie celé ¢isla. Nastastie, existuje
metoda na pretypovanie celého pola (volé sa astype) a pomocou nej dostaneme uz celociselné pole
hran Zh (to isté, ako sme mali na zaciatku):

Zh=Zh_nove.astype(int)

Ak je dat vela, oplati sa uschovavat’ ich v bindrnom formate, ktory je pre 'udi necitatelny, ale
vysledny stibor je mensi a nacita sa do pocitata nepomerne rychlejsie, ako textovy stibor s ekviva-
lentnym obsahom.

Ukézeme si to na ndhodnej matici 1000 x 1000 s celo¢iselnymi prvkami, ktortd nagenerujeme

prikazmi:

import scipy

# jednorozm. pole s milion prvkami v rozsahu 1-157
R=scipy.stats.randint.rvs(1,157,1e6)
R.shape=(1000,1000) # premenime ho na maticu 1000x1000
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Na vysvetlenie—v module scipy. stats je vela spojitych i diskrétnych rozdeleni nahodnej premennej.
Kazdé rozdelenie ma eSte rozne metddy, napr. rvs (random variable samples), t. j. generovanie
nahodnych vzoriek z tohto rozdelenia, pdf — hustota pravdepodobnosti, cdf — distribu¢na funkcia
alebo pmf (probability mass function), teda pravdepodobnostna funkcia diskrétneho rozdelenia, atd’.
My sme vyuZili rovnomerné diskrétne rozdelenie randint pre celé ¢isla v intervale (1,157), z ktorého
sme urobili nahodny vyberovy stibor s milién prvkami.

Kazdé ¢iselné pole ma metddu tofile, pomocou ktorej ho moZeme bindrne zapisat’ do stiboru.
V nasom pripade urobime:

# otvorime subor s nazvom Rbig.bin na zapisovanie
outfile=file("Rbig.bin","w"
R.tofile(outfile) # zapiseme donho maticu R

outfile.close() # zatvorime subor, schluss

Textovy stibor, ktory by sme dostali prikazom save ("Rbig.txt",R,"%i") je sice trocha mensi ako
binarny stibor, ale zapis do binarneho stiboru je viac ako osemdesiatkrat rychlejsi. Pri na¢itavani dat
ukazeme, ako sme to merali. Nezabudnite, Ze stbor, do ktorého zapisujete, treba po skonceni zapisu
a pred dal$imi manipuléciami s nim (oby¢ajne &itanim) uzavriet’ prikazom close, ako sme to urobili
povyssie. Inak moze byt’ netiplny (autor hovori z vlastnej sktisenosti). Cast’ dat moze este ¢akat’ na
zapis v pamdtovom bufferi — ten mdZeme vypraznit’ aj volanim met6dy f1lush, teda v naSom pripade
by to bolo outfile.flush().

Data zo vzniknutého bindrneho stboru dostaneme pouZitim funkcie fromfile a priradime ich
do novej premennej Rs:

Rs=fromfile("Rbig.bin",int)

Druhy parameter hovori, Ze typ prvkov pola je celo¢iselny (iné mozZné typy st napr. float, complex,
bool, str). Pole, ktoré dostaneme ako vystup z funkcie fromfile je vZdy jednorozmerné, ale vieme
jeho rozmery lahko upravovat’ priradenim do atribtitu shape, teda z vektora Rs o milién prvkoch
dostaneme maticu typu 1000 x 1000 jednoducho prikazom

Rs.shape=(1000,1000) # tvar Rs sa zmeni na 1000 x 1000
Sme zvedavi, ¢i povodnéd matica R a nacitana matica Rs st rovnaké. Presved¢ime sa o tom prikazom
all(Rs==R) # Vsetky prvky Rs su rovne zodpovedajucim prvkom R?

Ak ndm tento prikaz vypiSe True, obe matice st rovnaké. Difame, Ze je to aj u vas tak.

Ako je to s ¢asom ¢itania textového a bindrneho stiboru? Aby sme to zistili, importujeme si z mo-
dulu time funkciu time, ktord meria Cas aj na mikrosekundy. Potom si zapiSeme ¢as pred zac¢iatkom
vypoctu. Po jeho skonceni vypiSeme na obrazovku rozdiel medzi tym pociatoénym a aktudlnym
Casom:

from time import time
tb=time(); Rs=fromfile("Rbig.bin",int);time()-tb #0.0127 sec.
tt=time(); load("Rbig.txt",Rt); time()-tt #3.345 sec.

V komentaroch vidite aktualne ¢asy, ktoré sme dostali na nasom katedrovom serveri (Athlon64 3500+,
RAM 2GB). Zasa je ¢itanie z bindrneho stiboru nepomerne rychlejsie (asi 270-krat v tomto pripade).



76 M. Kaukic

3.5 Grafika v Pylabe
3.5.1 Zakladna filozofia, grafické objekty

Grafika v Pylabe je zaloZena na module Matplotlib (HUNTER, |2006). Pouzivame ju dvomi spdsobmi
— v davkovom spracovani, napr. ked’ generujeme obrazky pre WEB-server, ktoré my ani neuvidime,
alebo v interaktivnom reZime, ked'si tie nase obrazky chceme aj prezerat’ a upravovat'.

dFigure 1 =k
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Zakladnym prikazom pre jednoduché grafy funkcii a kriviek je prikaz plot. Nakreslime si graf
funkcie y = sin(x) pre x € (—n/2,5m):

x=linspace(-pi/2,5%pi,120) # hodnoty nezavisle premennej
y=sin(x) # funkcne hodnoty v bodoch x
plot(x,y) # nakreslenie grafu

Na obrazovke sa objavi nové okno, v ktorom bude nakresleny nas graf. VSimnite si v dolnej
Casti ikony na interaktivnu pracu s obrazkom. Ikonka doméeka vas vrati k povodnému pohladu,
ak ste medzitym urobili nejaky vyrez (to sa d4 pomocou ikony piatej zlava — tej s lupou). Ikona
diskety umoztiuje uloZenie obrazku v niekolkych formétoch (napr. .png, . jpg, .eps). Vyskusajte si
ta interaktivnu pracu najlepsie sami. Ak zvolite zva&Senie vyrezu niekolkokrat, zistite, Ze nas$ graf je
vlastne lomena ¢iara. Je to 120 bodov v rovine (ich stiradnice st uréené vektormi x, y), pospdjanych
useckami. Zatial okno s grafikou neuzavierajte.

Vidite, Ze na nakreslenie jednoduchého grafu nam sta¢i niekolko prikazov. Aktualne okno s gra-
fikou (current figure v terminologii Pylabu) mozete modifikovat’ vela sposobmi, napr. skuste si:

grid(1) # kresli sietku na grafe
title("Graf funkcie sin") # titulok grafu
ylabel("Os y") # popis osi y
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Zasa treba zdoraznit, Ze hoci v interaktivnom prostredi Pylabu méte vsetky prikazy pre grafiku
(napr. plot, grid, title, legend) k dispozicii, vo vasich zdrojakoch ich musite importovat’ pomocou
prikazu ,importuj vetko z modulu pylab”, t.j.:

from pylab import *

Priklad 3.6 Zndzornime riesenie siistavy rovnic

2x+y =4,
—-x+y =1L

RieSenim je bod P, ktory je priese¢nikom priamok y; = 4 — 2x, y» = x + 1. Znazornime ich ¢asti ako
usecky, uréené bodmi A; = (3,—2), By = (0,4) resp. A, = (—1,0), B, = (2,3).

# do plot-u osobitne zadavame

# x-ove a y-ove suradnice bodov
plot([3,0],[-2,4],[-1,2],[0,3]) # dve usecky
grid(True)

legend ((’y=4-2x’,’y=x+1"))
t=text(1.05,1.7,’P’)

title("Solution of system of linear equations")

Vyzera to celkom pekne, len sa zd4, Ze to pismeno P by mohlo byt’ trochu inde (polohu sme vybrali
pomocou stiradnic, ktoré Pylab ukazuje, ked’sa pohybujete kurzorom mysi v obrazku). Nie je problém
to dodato¢ne napravit. Sme v Pythone a vsetko je objekt. Aj nas obrazok je poskladany z objektov.

Koncepcia grafiky v Pylabe je zaloZena na tom, Ze mame obrazkové okna (figures) a v kazdom
z nich moze byt niekol'ko stradnicovych systémov, ktoré mozeme umiestitovat’ v obrazku, kam sa
nam zachce, aj jeden cez druhy. Grafické objekty (tsecky, body, mnohouholniky, atd’) sa pridavaju
vzdy do aktualnych stiradnicovych osi.

Aktualny obrazok a aktudlne stiradnicové osi (ak sme nezatvorili vsetky grafické okna) ziskame
prikazmi:

fig=gcf () # get current figure

axs=gca() # get current axes



78 M. Kaukic

Ked'si chceme nam uz ddverne znamym spdsobom (napisat’ axs . a stladit’ TAB) pozriet' metédy a data
objektu axs, vychfli to na nas okolo 230 moZnosti. Namiesto pismena P by mohol byt'Tubovolny text,
sktsime teda doplnit’ pomocou kldvesu TAB text axs . te. Zistime, Ze také objekty v aktualnych osiach
mame dva: text, texts. Ten prvy je metdéda na pridavanie textu do obrazka na zadanej pozicii, ako
zistime z helpu (teda cez axs.text? alebo 7axs.text). Druhy objekt, texts, je zoznam, lebo ked ho
chceme vypisat’ cez axs. texts, dostaneme nie¢o ako

[<matplotlib.text.Text instance at 0x2aaab6c2f248>].

Ten zoznam maé jediny prvok, indtanciu objektu matplotlib.text.Text. Teda na$ text dostaneme
ako nulty prvok zoznamu, t. j. TP=axs . texts [0]. Potom si zas m6Zeme pozriet’ metédy toho objektu,
ktorych je viac ako 100, ale ak sa obmedzime na metédy, ktoré nieco nastavuju (zacinajtice sa na set
— to je uzito¢né aj pri inych grafickych objektoch), dostaneme po doplneni TAB-om asi toto (niektoré
riadky sme vynechali):

TP.set_alpha TP.set_ma
TP.set_backgroundcolor TP.set_name
TP.set_bbox TP.set_position
TP.set_clip_on TP.set_size
TP.set_color TP.set_style
TP.set_family TP.set_text
TP.set_ha TP.set_x

TP.set_horizontalalignment TP.set_y

Je jasné, Ze poziciu, na ktorej sa text vypisuje, nastavime cez set_position, teda pozrieme si o nej
help, zistime, Ze o¢akava usporiadant dvojicu stradnic a skisime

TP.set_position((1.02,1.62)) # trochu dolava a dole

Ked' to urobime, v obrazku sa ni¢ nezmeni. Sta¢i viak (mySou) mierne zmenit’ rozmery okna s ob-
razkom alebo (Co je programatorsky C(istejSie) zavolat’ funkciu draw() na prekreslenie aktualneho
obrazka a zmeny sa prejavia.

To uz vyzera celkom dobre, ale chceli by sme, aby sa to pismeno P vypisovalo kurzivou (teda
nastavit’ $tyl pisma). MoZe sa to asi robit’ pomocou set_fontstyle alebo set_style. To druhé je
kratsie, skiisime ndpovedu a je to ono (povie ndm aj to, Ze mozné Styly st ’normal’, ’italic’,
’oblique’). Teda, staci prikazat’

TP.set_style(’italic’); draw()

a zmena v §tyle pisma sa prejavi. Skuste si podobne zmenit’ velkost’ pisma, jeho typ, ale aj text, ktory
sa vypisuje (namiesto P dajte napr. Solution).

Vsimnite si tieZ, Ze obrazok, ktory mate v tejto knizke je asi trochu iny, neZ mate vy na obrazovke.
Je to tym, Ze sme spracovanie textu, hlavne matematickych vyrazov, zverili profesiondlnemu sadza-
ciemu systému IXTEX. Pokial ste na Linuxe a mate nainstalovany TgX, docieli sa to mali¢kou zmenou
v horeuvedenych prikazoch (uvadzame len nové alebo odlisné riadky)

rc(’text’, usetex=True)
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legend ((r’$y=4-2x$’ ,r’$y=x+1$"))
t=text(1.01,1.6,r’$P$’)

To, Ze sme sa tak dlho venovali nejakému bezvyznamnému pismenku P, nebolo nahodou. Chceli sme
na nom ukézat’ podstatné veci z moznosti grafiky Pylabu. To, ¢o platilo o objektoch typu Text, bude
platit’ aj o sdradnicovych osiach a detailoch ich vykreslenia a hlavne o ¢iarach a bodoch, z ktorych sa
nase grafy budu skladat’

3.5.2 Ukazky dvojdimenziondlnej grafiky
Priklad 3.7 Nakreslime graf funkcie y = sin x a jej Taylorovych polynémov piateho a desiateho stupria.

Pripomenime si, Ze Taylorov rozvoj funkcie y = sin x je

x3 x° P X2k+1

sinx=x——+—+---+

31 751 R T TR

Napiste funkciu, ktora vrati hodnoty Taylorovho polynému stuptia n v zadanych bodoch x, uloZte si
ju ako stbor taylsin.py:

from numpy import array
def taylsin(x,n):

assert(type(n)==int and n>0)

x=array(x,’d’) # ak bol zoznam, urobime pole

X2=X*X

£f=1.0 # faktorial - inicializacia
T=x.copy () # Taylorov polynom - inicializacia
xa=x.copy () # aktualna mocnina x v Tayl. pol.

for k in range(3,n,2):

f *x= -((k-1)*k) # - pre striedanie znamienok

xa *= x2 # exponent x sa zvacsi o 2
T += xa/f # dalsi scitanec do T
return T

Vsimnime si niektoré pozoruhodnosti v tejto funkcii. Pouzitim prikazu x=array(x, ’d’) zaistime, Ze
dalej vo funkcii bude premenna x fungovat’ ako &iselné pole (aj z jedného &isla sa da vyrobit’ pole).
Bez toho by sme nemohli pouZzivat’ aritmetické operacie, napr. x*x. PouZivali sme C-¢kovsky variant
zapisu priradeni, teda T += xa/f namiestoT = T + xa/f.

V prikazoch na inicializéciu T, xa sme zobrali képie pola x, pretoZze napr. T=x by spdsobilo
prepisovanie pola x; priradenie pre polia nevytvara novua kopiu, ale len dalsi odkaz (referenciu) na
povodné pole. Obidve premenné budi ukazovat’ na to isté miesto v pamati.

Teraz uz len ostdva zvolit’ vhodny interval na kreslenie (sta¢i od nuly, lebo aj sinus aj tie Taylorove
polynémy st stredovo symetrické podla pociatku stradnic) a pouZit’ prikaz plot

xx=linspace(0,4,120)
T5,T10=taylsin(xx,5) ,taylsin(xx,10)

lines=plot (xx,sin(xx),xx,T5,xx,T10)
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Uz predtym ste si moZno v8imli, Ze kedykolvek ste do obrézka nie¢o pridali (prikazmi plot, title,
text, xlabel, ...) tak sa na obrazovku nieco vypisalo, teda tie prikazy vracaji nejaké objekty. St
to objekty toho typu, ¢o sme pridali, napr. matplotlib.text.Text pre title, text, xlabel alebo
matplotlib.lines.Line2D pre plot. Ked si ich priradime do nejakych premennych, budeme mat’
neskor pristup k ich ddtam a metédam, teda budeme ich moct’ I'ubovolne modifikovat. Konkrétne,
teraz mame v premennej lines zoznam troch ¢iar, ktoré sme do obrazku nakreslili.

Samotny obrazok ndm ale neprinasa vnutorné uspokojenie, lebo tam vyc¢iria pubertacky polyném
piateho stupiia (ponahla sa do minus nekone¢na :-) a tym odputava nase vnimanie od slusného
spravania sa dospelého polynému deviateho stupnia.

/

Pylab robi za nas urcenie rozsahu na stradnicovych osiach tak, aby sa nase ¢iary zmestili do grafu.
Ale kedykolvek moZeme tieto rozsahy zmenit’ prikazom axis( [xmin,xmax,ymin,ymax]). V nasom
pripade dolnt hranicu na osi x ddme troska pod nulu (aby sa nezlievali ¢isla pri popisoch osf) a rozsah
na osi y nastavime od —1 do 1.05 (aby krivky neboli celkom na hornom okraji obrazka).

Na aktuélny obrézok pridame aj sietku na lahsie od¢itanie suradnic. Funkcia grid() bez para-
metrov je prepinac¢ — ak nebola sietka, bude a naopak, ale moézeme aj explicitne Specifikovat’ napr.

grid(True).

axis([-0.05, 4, -1, 1.05]1)
grid()

Mobzete si tie dva obrazky porovnat’ Iste uznate, Ze ten druhy vyzera lepSie. Len je $koda, Ze
pri ¢iernobielom vytlaceni vSetky tie tri ¢iary vyzeraja skoro rovnako. To sa budeme teraz snazit’
napravit’

Ked méme tie nase tri &iary v zozname lines, roztriedime ich do troch premennych prikazom
1sin,1t5,1t9=1ines. Ked'si zas znamym spdsobom pozrieme met6dy pre nastavenia (napr. napi-
Seme 1t5. set a stla¢ime kldves TAB), ndjdeme metédu set_linestyle (alebo skrateny ndzov set_1s)
a z napovedy sa dozvieme, aké rozne Styly ¢iar moéZeme nastavit. Urobime

lsin.set_1s(’-’); 1lt5.set 1s(’-.’); 1t9.set 1s(’:’)
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a budeme mat’ krivku pre sinus znazornenu plnou ¢iarou, Taylorov polyném piateho stupiia bodko-
¢iarkovane a polyném deviateho stupiia bodkovane.

V nasledujticej tabulke vidime rézne mozné styly. Prvé $tyri st pre ¢iary, vietky dalsie znézortiuju
zadané body (x,y) znatkami.

Tabulka 1: Styly &iar v Pylabe

- neprerusovana Ciara -- | ¢iarkovana ciara
-. | bodkoc¢iarkovana ¢iara : | bodkovana ¢iara
body , | obrazovkové pixely
o | kruhy " | trojuholniky zakladiiou dole
v | trojuholniky obratene < | trojuholniky doprava
> | trojuholniky dolava s | $tvorce
+ symboly plus x | symboly tvaru x
D | kosostvorce d | tenké kosostvorce
1 az 4 | trojnozky r6zne otocené h | Sestuholniky
H | otocené Sestuholniky p | patuholniky

Podobne vieme nastavit’ farbu ¢iar a ich hriabku. Napr. vSetky tri ¢iary nakreslime ¢iernou farbou:
lsin.set_c(’k’); 1t5.set_c(’k’); 1t9.set_c(’k’).

Styly a farby ¢iar sa dajt nastavovat’ priamo v prikaze plot, o ¢om si preéitajte podrobnejsie v napo-
vede k tomuto prikazu. TakZe, ak nasu grafiku vymaZeme prikazom c1f () (clear figure) a dame

plot(xx,sin(xx),’-k’,xx,T5,’-.k’,xx,T10,’ :k’)
dostaneme tieZ Cierne ¢iary rdznych stylov.

Priklad 3.8 Majme 40 ditovijch bodov (x;,y;), ktoré sii vysledkom merani. Vieme, Ze teoreticky by mala byt
medzi nimi linedrna zdvislost' y = ax + b. Urobme pre tieto ddta priamkovii aproximdciu pomocou metody
najmensich stvorcov (MNS) a nakreslime pévodné body aj aproximacnii priamku.

Tie data simulujeme pomocou malych ndhodnych odchyliek s normalnym rozdelenim. Na aproximé-
ciu pouZijeme funkciu polyfit, ktord robi polynomickt aproximéaciu pomocou MNS. Datové body
nakreslime ako malé ¢ierne kruhy a priamku dame trocha hrubsiu:

from pylab import *

x=arange(0,4,0.1) # 40 bodov na osi x
odch=0.5*randn(len(x)) # nahodne odchylky

y=2+b5*x+odch # linearne data s chybami
a,b=polyfit(x,y,1) # posledny argument je stupen polyn.

plot(x,y,’ko’,x, a*x+b,’-k’,1lw=3)
Ten titulok grafu a popis osi s diakritikou sme vyrobili pomocou prikazov

title(unicode("Linearna aproximacia MNS","latin2"))
xlabel (unicode ("Pruad","latin2"))
ylabel(unicode("Nap&dtie","latin2"))

show () # aby sa zmeny v obrazku prejavili
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Linedrna aproximacia MNS
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Nové v prikaze plot je, Ze sme pouZili styl bodov na kreslenie datovych bodov (inak by to Pylab
pospajal plnou lomenou ¢iarou), a Ze sme pri zndzorfiovani priamky pouZili pomenovany argument
1w (skratka za linewidth) na nastavenie hribky diary.

Priklad 3.9 Nakreslime ilustrdciu k tomuto prikladu: , Zistite plochu rovinnej oblasti, ohranicenej parabolami
y1=x2y =x+3—x2

“

V podstate ndm ide o farebné vyplnenie oblasti medzi dvomi krivkami. Pylab ma funkciu £i11 na
farebné vyplnenie mnohouholnika. Nage dve krivky tvoria vlastne velky mnohouholnik, ak jednu
z nich budeme prechadzat’ v obratenom poradi.

Priese¢niky kriviek y1, y, sa Iahko zistia rieSenim kvadratickej rovnice

1=t & 2> —x-3=0 & x=—-1,x=3/2

x=linspace(-1,3/2.0,100)
ypl,yp2=x*x,x+3-x*x
xpoly=concatenate(( x, x[::-1]))
ypoly=concatenate ((ypl,yp2[::-1]1))
£il1l(xpoly,ypoly,facecolor="#C0COCO")

Ak si tieto prikazy piSete do stiboru, musite dat’ na jeho zaciatku prikaz from pylab import *,
inak by vam systém vypisoval, Ze nepozné funkcie linspace, concatenate, £ill. Plati to aj pre
nizSieuvedené ukazky grafiky, ak ich budete sptistat’ zo stiborov. Pripomerime, Ze x[: : -1] je vektor
x s opaénym poradim prvkov. V prikaze £ill vidite, Ze farby moZno zadavat’ podobne, ako sa to
robi v HTML-stboroch, ako retazce RGB (Red, Green, Blue), pricom #000000 je Cierna, #FFFFFF biela
farba a napr. #0000AA je tmavomodra.
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2

Aby to vyzeralo krajsie, potiahneme tie paraboly trochu aj mimo uvaZovanej oblasti, napriklad pre
x € (—1.5,2.0), rozlisime ich typom ¢&iar, pridame legendu a nadpis grafu.

xvel=linspace(-1.5,2.0,140)
yvl,yv2=xvel*xvel,xvel+3-xvel*xvel
plot(xvel,yvl,’-.k’,xvel,yv2,’--k’)

legend ((r"$y_1=x"2%", r"$y_2=x+3-x"2$"),1l0c=(0.68,0.86))

title("Plocha rovinnej oblasti.")

Zaujimavé je tu manudlne umiestnenie legendy. Keby ste nedali parameter loc, legenda sa
umiestni v pravom hornom rohu a prekryje jednu z parabol. Experimentovanim sme prisli k vhodnym
sdradniciam tak, aby legenda nicomu nezavadzala. Pozor, st to vzdy ,normalizované stiradnice” od
0 do 1 na oboch osiach.

Priklad 3.10 Nakreslime do jedného grafu styri krivky pre timené kmitanie, dané rovnicou y = cos(5x) - e~ **
s timiacimi ¢initelmi « = 0.1,0.3,0.5,0.8.

y = cos bre 01 y = cos bre 03

0.01

-0.5

T s 6 % 1 2 4 5 6
y = cos 5 e~ 0-5% y = cos b e~ 087

1.0 T T T 1.0 T T T T

0.8 0.8

0.6 0.6

041 0.4

0.2 0.2

0.0p 0.0

0.2 -0.2

0.4 -0.4

0.6 -0.6

0.8 N 0.8
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To sa robi pomocou prikazu subplot. Ked chceme vedla seba m obrazkov, ktoré st usporiadané v n

riadkoch, ddme prikaz
subplot (m,n,k).
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Ten nas zéroven nastavi na k-ty obrazok (pocita sa po riadkoch smerom odhora a v riadku zlava
doprava).

x=linspace(0,6,100)

yl=cos (5*x)*xexp(-0.1%x); y2=cos(5*x)*exp(-0.3%*x)
subplot(2,2,1); plot(x,yl,’k’)

title(r"$y=\cos 5x\,{\rm e}"{-0.1 x}$")
subplot(2,2,2); plot(x,y2,’k’)

title(r"$y=\cos 5x\,{\rm e}"{-0.3 x}$")

V tomto listingu sme vynechali prikazy pre treti a $tvrty obrézok, lebo je to vsetko na jedno kopyto.

V obrézku, ktory vidite, sme manuélne upravili rozmery obrazkov (pomocou Subplot Configu-
ration Tool volby v menu obrazkového okna), lebo inak by popisy osi a nadpisy grafov boli prili§
natesno. D4 sa to, samozrejme, aj priamo cez atribtty aktualneho obrazka, teda napr.:

cf=gcf () # get current figure
cf.subplotpars.left=0.06; cf.subplotpars.right=0.94

Ze sa to tak vol4, zistili sme dopltiovanim pomocou TAB-u. Stradnice sa udévajt normalizované, od
0 do 1. VSimnite si tieZ matematické vyrazy v textoch (st to tie, ohrani¢ené dolarmi) — syntax, ¢o tam
vidite, je prevzaté z IXTEX-u.

Priklad 3.11 Zndzornite v tom istom grafickom okne funkcie

2

ki 1, fa(x) =sin(x°)

fi(x)

a kruznicu x* + y* = 0.81, pricom body kruznice budi zndzornené krizkami po kaZdych 10°.

Najskor (kedZe to nemame zadané) sa rozhodneme pre interval na osi x, na ktorom chceme funkcie
znézornovat. Napr. teraz si zvolime —2 < x < 2.

Zostrojime dostato¢ne ,,husty” vektor bodov, rovnomerne pokryvajtci dany interval (pri kresleni
grafu sa jednotlivé body spoja tiseckami; na hladké zobrazenie na obrazovke obycajne sta¢i rddove
stovka bodov). Potom vypocitame hodnoty funkcii f1, f, v tychto bodoch.

x=linspace(-2,2,100)
£1=2.0/(1+x*x)-1; f2=sin(x**3)

Tieto dve funkcie vykreslime, pricom predpiSeme, aby druhé funkcia bola nakreslena ¢iarkovane
a zelenou ¢iarou (green)

plot(x,f1,x,£f2,’--g’)
Na zostrojenie kruZznice mdZeme pouZit’ parametricky tvar jej rovnice
x=rcosqg, y=rsing, ¢ € (0,2m).
Zostrojime vektor uhlov £i, body xt, yt na kruznici a dokreslime td kruZnicu ¢ervenymi kolieskami:

fi=linspace(0,2*pi,37) # preCo nie 367
xt=0.9%cos(fi); yt=0.9*sin(fi)
plot(xt,yt,’or’)
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V&imnime si, Ze kruZnica je na obrazovke akési pretiahnuta v smere osi y, t. j. je to vlastne elipsa. Ked’
chceme, aby sa jednotkové dlzky na osiach zobrazovali rovnako (na obrazovke, ale aj po vytlaceni
obrazku, o com sa moZete presvedcit’' na vlastné oci alebo pomeranim), pouZzijeme prikaz

axis("equal")

1.5p

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Ten isty prikaz v tvare axis ([xmin, xmax, ymin, ymax]) modZeme pouZit'na manudalne nastavenie
rozsahov na sdradnicovych osiach, ak ndm nevyhovuje to, ¢o Pylab vyberie automaticky.

Krivky v polarnych stradniciach (teda v tvare p = p(¢), ¢ € («, B)) mozeme kreslit’ pomocou
prikazu polar. Po vy¢isteni obrazka pomocou c1f () moZeme ti predchddzajicu kruznicu nakreslit’
prikazom

polar(fi, [0.9]*1len(fi),’or’)

Druhy argument [0.9]*len(£i) je zoznam, ktorého kazdy prvok je 0.9 a ma dlzku rovnaku ako
vektor fi.

Cvicenie 3.12 Elipsu s poloosamia = 2, b = 1 méZeme nakreslit’ v poldrnych siiradniciach, ak si uvedomime,
Ze jej parametrickd rovnica je

x=acosp, y="bsing, ¢ € (0,2m)
a Ze poldrny sprievodic p(¢) sa da ur¢it ako p = \/x% + y2.
V Pylabe by to mohlo vyzerat’ takto:

fi=linspace(0,2*pi,120); x=2*cos(fi); y=sin(fi)
ro=sqrt (x**2+y**2)

polar(fi,ro)

Ak si pozriete obrazok, iste uznate, Ze nasa elipsa si zasluzi privlastok ,prvoaprilova”. Vysvetlite,
preco vyzera tak nezvykle . ..
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3.5.3 Znazoriovanie funkcii dvoch premennych
Priklad 3.13 Nakreslime vrstevnicovyj graf funkcie dvoch premennijch
z =sin(xy?) —cos(x* +y) pre —2<x <2, 255y <25

Najskor vygenerujeme ekvidistanéné vektory xx, yy hodnét na stiradnicovych osiach v zadanych
intervaloch:

xx=linspace(-2,2,80); yy=linspace(-2.5,2.5,100)

a tie potom pouZijeme v prikaze meshgrid, ktory vrati matice X, Y x-ovych a y-ovych bodov obdlz-
nikovej sietky, na ktorej sa musia pocitat’ funkéné hodnoty z. Napr. pre xm=[1,2,3], ym=[0,1,2,3]
vrati meshgrid(xm,ym) tieto matice:

1 2 3 0 0 O
Xm= 1 2 3 Ym = 1 1 1
1 2 3 2 2 2
1 2 3 3 3 3

V nasom pripade budd mat’ matice X, Y rozmery 80 x 100 a dostaneme ich prikazom
X,Y=meshgrid(xx,yy)

Pouzijeme ich na vypocet funkénych hodnét a nakreslenie vrstevnicového grafu (contour plot) pri-

kazom contour:

Z=sin (X*Y*Y)-cos (X*X-Y)
contour (X,Y,Z,20)

Dostanete nasledujtici obrazok. Ako sa da docitat’ z ndpovedy k prikazu contour, jeho najjednoduch-
Sie volanie je contour (). Rozmyslite si, ¢o sme dosiahli d'alsimi argumentami (tyka sa to popisu osf
a poctu vrstevnic).

Existuje prikaz contourf, ktory priestor medzi vrstevnicami vyplni farebne, podobne ako to byva na
mapach. Pomocou prikazu colorbar tiez moZzeme pridat’ farebnu stupnicu ku grafu, takze vieme,
akd farba prislucha danej velkosti znazortiovanej veliciny.
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Priklad 3.14 Pre plochu f(x,y) = |ps(x + iy)|, kde z = x + iy,

pa(z) =2t =223 4222 452 -3, —13<x<14, -17<y<17

nakreslite farebne vyplneny vrstevnicovy graf. Volte vhodné tirovne pre vrstevnice tak, aby ste ziskali dobrii
predstavu o tej ploche a tieZ aj o polohe komplexnijch koreriov polynému p4(z).

Polyném p4(z) mé koreti zg = xg + iyo prave vtedy, ked' f(xo +iyg) = 0. Postupujeme podobne, ako
v predchadzajicom priklade:

from numpy import polyval
xx,yy=linspace(-1.3, 1.4,80),linspace(-1.7, 1.7,80)
X,Y=meshgrid (xx,yy)

j=complex(0,1)

Z=X+j*Y

c4=[1,-2,2,5,-3]

Fxy=abs (polyval(c4,Z))
clevels=linspace(0,10,15)
contourf (X,Y,Fxy,clevels)

colorbar ()

H O OH OH OH OH #

imaginarna jednicka, 0+1j
sietka v komplex. rovine
koeficienty polynomu
vypocet f(x,y) na sietke
vrstevnicove hladiny
vyplneny vrstev. graf

pridanie fareb. stupnice

10.0
9.3
8.6
7.9
7.1
6.4
5.7
5.0
4.3
3.6
2.9
2.1
1.4
0.7
0.0

Ako lahko zistite prikazom Fxy .max () maximalna hodnota f(x, y) na zvolenej sietke je asi 48.23. My
sme znazornili 15 vrstevnicovych hladin od 0 do 10, preto je ¢ast’ obrazku biela. Jasne na riom vidiet’
polohu koretiov, pretoZe okolo nich st uzavreté, skoro eliptické vrstevnice (dva korene st v dolnom
a hornom pravom rohu a dva na reélnej osi).
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3.6 Ukazky pouzitia Pylabu v numerike
3.6.1 RieSenie stistav nelinearnych rovnic

Ked' sme prestali u vrstevnicovych grafov, tak teraz tam zatneme — tlohou o rieSeni sustavy dvoch
nelineérnych rovnic o dvoch neznamych, pretoze sa da velmi pekne vizualizovat’. Majme teda stustavu
rovnic

z1 = filxy) =0,
z = falx,y) =0.

Tymito rovnicami st uréené dve plochy z; a zo. Riesit’ zadant ststavu znamena najst’ spolo¢né body
(priese¢niky) nulovych vrstevnic tychto ploch a tie vieme znazornit’ pomocou vrstevnicového grafu.

Priklad 3.15 Ndjdime tie riesenia stistavy rovnic

sin(xy?) —cos(x? —y) +02 = 0,
B4y —3xy = 0,

ktoré lezia v prvom kvadrante (t. j. majii obidve siiradnice kladné).

Vsimnite si, Ze vrstevnicovy graf podobnej funkcie sme robili v priklade[3.13] Budeme postupovat’ako
tam, len do toho istého grafu nakreslime nulovt vrstevnicu aj pre druht funkciu. Hladiny vrstevnic
sa vZzdy musia zadavat’ ako zoznam (aj ked’ len jednoprvkovy), inak by to Pylab chapal ako pocet
vrstevnic.

xx=linspace(-2,2,120); yy=linspace(-2,2,120)
X,Y=meshgrid(xx,yy)

Z1=sin (X*Y*Y)-cos (X*X-Y)+0.2; Z2=X**3+Y**x3-3*X*Y
contour(X,Y,Z1,[0.0]); contour(X,Y,Z2,[0.0],colors="g’)

Ak si cez menu obrazkového okna urobite vhodny vyrez, moze va$ obrazok vyzerat’ podobne ako
vidite tu (¢iarkovant ¢iaru — pre vrstevnicu prvej funkcie nebolo aZ tak lahko urobit) ale uz by ste to
mali dokézat’ aj vy).

.....

obrazkové okno do ich tesnej blizkosti, moZete od¢itat’ aj ich priblizné stradnice:

(0.38,1.06), (1.23,0.55), (1.02,1.54), (1.58,1.36).
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Na rieSenie nelinearnych rovnic a ich ststav médme v Pylabe (takisto ako v MATLAB-e) funkciu
fsolve,jeschovana v submodule scipy. optimize. Prvym argumentom tejto funkcie je funkcia, ktorej
ked'zadame (vektorovy) argument—v naSom pripade (x, ), vratinam vektor hodnét ( f1 (x,y), f2(x,y)).
NapiSme ju v editore a uloZme do stiboru nltrig.py:

from numpy import sin, cos

def nlfct(xy):
X,y=xy # Xy je dvojzlozkovy vektor, roztrhneme ho
fl=sin(x*y*y)-cos(x*x-y)+0.2
£2=x**3+y**3-3*x*y
return (f1,f2)

Druhym argumentom pre fsolve je pociato¢né pribliZenie rieSenia, teda napr. tie hodnoty, ¢o sme
odcitali z vrstevnicového grafu. TakZze na¢itame nasu funkciu do interaktivneho prostredia cez run
nltrig.py a skisime

from scipy.optimize import fsolve
r=fsolve(nlfct,(1.23, 0.55)) # bude r=(1.2328735, 0.5521787)

Ak si date prikaz nlfct(r), ktory vypocita hodnoty funkcii fi(r), f2(r) v rieSeni, uvidite, Ze st
velmi blizke nule, ako by to aj malo byt. Nam vysli okolo (-4.552e-15, -3.997e-14). Ostavajtce
tri rieSenia si urobte samostatne. Zaujimavé, Ze pre tretie a $tvrté rieSenie vysli hodnoty f1(r), fa(r)
horsgie, radovo okolo 10712, D4 sa to tie nazorne vysvetlit, ak si zndzornite pre obidve funkcie
susedné ,blizke” vrstevnice, napr. pre hladiny —0.1, 0.1. V okoli tych dvoch poslednych rieSeni st
vrstevnice hustejsie, preto sa funkéné hodnoty rychlejsie menia, ak sa mierne vzdialujeme od rieSenia.
Ale neverte ndm, skuste si to sami.

Priklad 3.16 Zistite, kol'ko koreriov md rovnica e* = ax? — 1 v zdvislosti od redlneho parametra a.

Z obrazka je vidiet, Ze pre a < 0 neexistuje Ziadny realny koret, pretoZe vtedy ax?> — 1 < —1, kym
e’ > 0 pre vSetky realne x.
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Pre a > 0, ak a je dostato¢ne malé, rovnica méa jeden zdporny koren. Ak vSak a bude dostato¢ne
velké, budeme mat’ tri korene (jeden zaporny a dva kladné). NajdoleZitejsi je pre néds ,medzny
pripad”, kedy pre nejaké a = a5 ma parabola a exponenciala spolo¢nti doty¢nicu. Ozna¢me x-ovi
sdradnicu dotykového bodu ako xp. Potom na urcenie a;, xo madme ststavu nelinearnych rovnic,
ktord vyplyva z rovnosti funkénych hodnét a tieZ derivacii v bode xg

Gxg—1 = ev

2akx0 = e,

Z druhej rovnice lahko vyjadrime a; = €0 /(2xy) a dosadenim do prvej dostaneme pre xy rovnicu
(index nepiseme, je zbytocny)
e*(x—2)—2=0.

Tua lahko vyriesime v Pylabe a dopocitame prislusny parameter a;:

f=lambda x: exp(x)*(x-2)-2 # nelin. rovnica pre x0
x0=fsolve(f,1.5) # x0=2.217715105757
ak=exp (x0) / (2*x0) # ak=2.071122003228

Skrétent definiciu funcie £ pomocou tzv. lambda notécie vysvetlime podrobnejSie v nasledujicom
priklade. TakZe, ako zhrnutie vysledkov, moZeme povedat, Ze pre 0 < a < a; ma pévodna rovnica
jeden redlny koren, pre a = a5 = 2.071122 ma dva korene a pre a > a; tri korene.

3.6.2 Numerické integrovanie

Priklad 3.17 (Priklad o koze). V bode (1, —3) (vzdialenosti budeme merat’ v metroch) je priviazand koza.
V parabole y = x? je vrbina, ktoré td koza pouziva ako potravu. Mimo tej paraboly je pust, kde sa nedd ndjst’
Ziadna obZiva. Ako dlhy ma byt’ Spagit, na ktorom je koza priviazand, aby obhryzla presne svoju dennii ddvku

10 m? v#b?

Situéciu ukazuje obrazok:

lo___
/
/
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=
=
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Z rovnice hrani¢nej kruZnice (kam aZz dosiahne povraz) dostdvame

(x=1)*+y+3)>=r =y =2 —(x-1)>-3.

Ked' sa dohodneme na oznaceni podla obrazku, teda P(r) bude plocha spésatelnej oblasti, potom
potrebujeme ur¢it’ takti hodnotu r, aby

b(r) b(r)
P(r)—/a(r)r (yk—xz)dx—/w)r < r2—(x—1)2—3—x2) dx = 10.
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Priese¢niky a(r), b(r) paraboly a kruznice st redlne korene rovnice

x2:\/r2—(x—1)2—3.

Umocnenim ju Iahko upravime na polynomickua
72 —2x4+10—-12 =0 1)

Dolezité je uvedomit’ si, Ze pre l'ubovolné rozumné r vieme vypocitat’ hodnoty funkcie P(r), ktorej
koreni hladdme. Najskor urc¢ime redlne korene a(r), b(r) polynomickej rovnice (pomocou funkcie
roots) a potom moZeme vypocitat’ aj prislusny urity integral vo vyjadreni funkcie P(r). Vieme
ho sice spocitat’” aj vzorcom, ale urobime numericky vypocet pomocou funkcie quad zo submodulu
scipy.integrate. Na rieSenie rovnice P(r) — 10 = 0 pouzijeme funkciu fsolve, ktord pozndme
z predchadzajticeho prikladu. Vypocet v Pylabe realizujeme pomocou stiboru koza. py:

from numpy import roots, sqrt
from scipy.optimize import fsolve

from scipy.integrate import quad

Pr_forint=lambda x,r: sqrt(r**2-(x-1)*%2)-3-x**2
TOL=1.0e-8

def Pri0(r):
c=[1, 0, 7, -2, 10-r*r]
rt=roots(c)
rr=rt[abs(rt.imag)<TOL] .real
if not len(rr):
raise ValueError, "Rope too short, goat passed!"
rr.sort()
Ip,err=quad(Pr_forint,rr[0],rr[1],args=r)
return Ip-10

print "Optimal Rope length: ", fsolve(Pr10,8)

Pomerne jednoduché, vsak? V MATLAB-e by to bolo trochu komplikovanejsie. Vysvetlime si, ¢o sa
v tom stbore robi. Riadok

Pr_forint=lambda x,r: sqrt(r**2-(x—1)*%2)-3-x**2

definuje funkciu, ktora sa vyskytuje v integrale. Ano, Pr_forint je funkcia, definovana pomocou
tzv. lambda notécie. Hodi sa to, ked' méte jednoduchy vyraz, ktory funkcia vracia, napr. moZete si
nadefinovat’

pythag=lambda x,y: sqrt(x**2+y**2); sqr=lambda(x): x*x

a potom tie funkcie normalne volate — skuste si pythag(3,4); sqr(-2); sqr(10) a podobne. Sa-
mozrejme, zloZitejsie funkcie je lepsie definovat’ pomocou kltucového slova def ako sme to robili
doteraz. Takto je definovand aj funkcia Pr10, ktora pre dané r uréi hodnotu P(r) — 10.

V premennej rt st korene polynoému (1). Tie st bud’ vSetky komplexné, ak je $pagat prilis kratky
(napr. r = 2; vtedy generujeme chybu s hlaskou o skapiniajicej koze) alebo dva z nich st realne a to
st hranice a(r), b(r) pre integral. Zaujimavy je prikaz
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rr=rt[abs(rt.imag)<1.0e-8] .real

pomocou ktorého jednym Smahom vyberieme len tie korene, ktoré majt zanedbatelnu velkost’ ima-
ginarnej Casti (prakticky povedané, st to redlne korene) a potom ich zredlnime — zoberieme ich redlne
Casti, ktoré ulozime do &iselného pola rr. To potom usporiadame a mame hranice integralu. Teraz uz
len pouZijeme funkciu fsolve na urcenie korefia nelineérnej rovnice P(r) — 10 = 0. Ako pociato¢né
pribliZenie rieenia sme zobrali r = 8, teda takt dizku 8pagétu, Ze pastva bude urcite neprazdna. Pre
kontrolu, ndm vysla dlzka $pagéatu 6.99133891149 m.

3.6.3 Minimalizicia funkcie dvoch premennych

Priklad 3.18 (Priklad o strelcoch). Prenasleduje nds banda styroch strelcov, pred ktorymi sa skryjvame
v (oplotenom a vypuklom) stvoruholniku. KaZdy strelec sa pohybuje po jednej zo strin Stvoruholnika a vsetci
majii rovnaky dostrel. Predpokladdme, Ze sa pohybujii (pre nich) optimdlne, t. j. zaujmii na svojej strane vZdy
takii polohu, aby ndm boli najbliZsie. Akii si mame vybrat’ polohu, aby sme mali ¢o najoicsiu sancu na prezZitie?

Aké poloha bude pre nas najvyhodnejsia? Urcite to bude t4, kde najblizsi zo strelcov (ten nés
najviac ohrozuje) bude ¢o mozno najdalej. Potrebujeme to sformulovat’ matematicky.

Nech sme v nejakom bode x, y stvoruholnika S s vrcholmi A, B, C, D a nech vzdialenosti, deliace
nés od jednotlivych strelcov st dq (x,vy), da(x,y), d3(x,y), da(x, y). Hladdme maximum funkcie

d(x,y) = (g§r€1${d1(x,y),dz(x,y),ds(x,y),d4(x,3/)}- )

Ak bude velkost’ d(x,y) vé&sia, ako je dostrel (oznaime ho s) kazdého zo strelcov, sme zachraneni.
Inak nés skor-neskor dostanti aj napriek nasej (relativne) vyhodnej polohe.

Budeme potrebovat’ vzdialenosti Iubovolného bodu (xp,19) € S od stran $tvoruholnika, napr.
od strany AB. Rovnica priamky, danej dvomi bodmi A = (x4,y4), B = (x5, y3) je

—kx+y+ (kxga —ya) =0, kde k= LR Y
XB — XA

a podla znameho vzorca je t4 vzdialenost’ rovna

dy = | —kxo +yo+ (kxa —ya)|
V1+k2

Podobne sa urcia vzdialenosti d, d3, d4 od ostavajuicich troch stran.

Vypoéty bude za nas robit’ Pylab, v stibore strelci.py, ktory si postupne budete vytvarat’
Hlavicka funkcie na vypocet vzdialenosti bodu P od priamky danej dvoma bodmi A, B nech je

def vzdial(A,B,P):

ana vypocet vzdialenostid(x,y) zo vzorca (2), ak na vstupe zaddme vrcholy $tvoruholnika a nejakého
jeho vnitorného bodu P napi$te funkciu s hlavickou

def optimald(P,A,B,C,D):

Verime, Ze po predchadzajucich skisenostiach vam napisanie tychto dvoch funkcii nebude robit’
tazkosti. Pretoze v Pylabe mame prostriedky len na minimaliziciu, musi funkcia optimald vratit’
—d(x,y) — minimalizacia zdporne vzatej funkcie je ekvivalentna s maximalizdciou povodnej funkcie
(tak to potrebujeme my).
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V module scipy.optimize mame vela funkcii na hladanie minima funkcie jednej alebo viac
premennych, ale méZeme pouzit’ len tie, ktoré nepotrebuji vypocet gradientu (parcidlnych derivacif),
lebo to je pre nasu funkciu zlozité. Hodia sa nAim napr. funkcie fmin, fmin_powell. Pre konkrétny
Stvoruholnik s vrcholmi:

A= (-3,-2); B=(45,—45); C = (545); D = (—2,2)

by sme postupovali v interaktivnom prostredi takto (predpokladédme, Ze ste prikazom run strelci
nacitali vami vytvorené funkcie vzdial, optimald:

from scipy.optimize import fmin, fmin_powell

A,B,C,D=(-3,-2),(4.5,-4.5),(5,4.5),(-2,2)
fmin(optimald, (1.0,0.0),args=(A,B,C,D),xtol=1.0e-8)

Vystup z fmin, ktory sa vypiSe na obrazovku, je optiméalna poloha, t. j. bod P = (1.535739, —
—0.1370124), pricom najmensia vzdialenost’ od stran $tvoruholnika je 3.201712.

Ceznédpovedu fmin? by ste zistili, Ze prvy argument je funkcia, ktortt mame minimalizovat, druhy
je pociato¢né pribliZzenie bodu, kde sa nadobtida minimum. Zaujimavy je pomenovany argument args
—hovori, aké dalsie argumenty (okrem prvého, ¢o st premenné, v nasom pripade suradnice bodu P
v Stvoruholniku) treba zadat’ do funkcie, ktort optimalizujeme. Podobnym stylom sa daja zadavat’
dal$ie parametre (argumenty) tiez pri numerickom integrovani a pri rieSeni diferencidlnych rovnic,
¢o ma velky prakticky vyznam.

Naznac¢ime si iny, geometricky ndzornejsi spdsob rieSenia prikladu o strelcoch. UvaZujme o vrstev-
niciach grafu funkcie d(x, y) na $tvoruholniku S. Budd to mensie $tvoruholniky, prip. degenerované
na trojuholnik alebo tsetku, ako to vidiet’ na obrazku. Graf funkcie d(x,y) je plocha, pripomina-
juca stoh slamy, vo vSeobecnosti trochu asymetricky. Najvyssi bod toho stohu udédva nami hladana
optimalnu polohu.

Vedeli by ste (samozrejme v Pylabe) tiez nakreslit’ podobny obrazok? Vsimnite si, Ze vnttorné
Stvoruholniky, tvoriace vrstevnice, maja vrcholy na osiach uhlov pévodného stvoruholnika (je to
logické, lebo tam st vzdialenosti od dvoch zo stran rovnaké).

Intuitivne sa zd4, Ze najlepsia bude taka poloha, Ze budeme mat’ od vSetkych stran rovnaku vzdia-
lenost’ (a to ¢o najvacsiu). To by sme sa museli postavit’ do stredu kruZnice, opisanej stvoruholniku.
Nie kazdy stvoruholnik vsak takti kruznicu mé (predstavme si napr. Ze je dlhy a tenky). Bude to asi
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tak, Ze hladany bod bude stred kruznice, dotykajucej sa zvnutra niektorych troch stran $tvoruholnika.
Alebo, inak povedané, priese¢nik osi dvoch vhodnych vnttornych uhlov Stvoruholnika (v nasom
konkrétnom $tvoruholniku je to priese¢nik osi uhlov pri vrcholoch B a C). Z obrazka je to skoro jasné,
skuste si to zdovodnit’ presnejsie a realizujte tento postup programovo v Pylabe.
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3.7 Interaktivna prdca s grafickym oknom
3.7.1 Ukazka interaktivneho zadavania datovych bodov

Obcas sa hodi, aby sme napr. mohli zadat’ ddtové body pomocou kurzoru mysi interaktivne v grafic-
kom okne. Teda, potrebujeme, aby Pylab reagoval podla nasich pokynov na rozne udalosti (stlatenie
a uvolnenie tla¢itka mysi, pisanie na klavesnici, zmena velkosti grafického okna, atd.). V Pylabe
mame tieto udalosti pomenované takto

resize_event zmena velkosti grafického okna,
draw_event prekreslenie obrazku,
key_press_event stlacenie klavesu,
key_release_event uvolnenie klavesu,
button_press_event stlacenie tlacitka mysi,

button_release_event uvolnenie tla¢itka mysi.

Pylab pouZiva met6édu registracie udalosti, teda povieme mu napr., Ze pri stlaceni tlacitka mysi
(registrovana udalost), event) v grafickom okne ma volat’ nami definovana funkciu (callback function).
Ukazeme si to na jednoduchom priklade.

Priklad 3.19 Urobme grafické okno, kde rozsah na osi x bude 0 < x < 10 a nech —6 < y < 6. Nechajme
uzivatela zaddvat’ ditové body pravym tlacidlom mysi v tomto okne, ale vZdy len tak, aby nasledujiici bod
mal x-ovil stiradnicu vicSiu, ako predchddzajiici. Zaddvanie bodov sa ukonét pravym tlacidlom mysi a body sa
uloZia v textovom formdte do siiboru s nizvom Body . txt.

Mozeme postupovat’ napr. takto (niZzSieuvedené prikazy nech st uloZené v stbore bodyxy . py):

from pylab import *

# Globalne premenne

V=[] # body -- zoznam dvojic (x,y)
vc=None # registracia funkcie pre reakciu na mys
xmax=-1 # max. hodnota x-ovej suradnice

def Points_input():
global vc, xmax, V
xmax=-1; V=[]
axis([0,1,0,1])
ax=axes ()

ax._autoscaleon=False

vc=connect (*button_press_event’ ,mk_point) <-—---
show ()
def mk_point(event): <————=

global vc, V, xmax

if event.button==1:
x,y=event.xdata,event.ydata
if x>xmax:

Xmax=x
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plot([x], [y]l,’0’)
V.append ((x,y))
elif event.button==3:
disconnect (vc) <————-
save(’Body.txt’,V,fmt="%1.3f’)

Interaktivne zadavanie bodov zaistuje funkcia Points_input (). V nej je pomocou prikazov

axis([0,1,0,1]1)
ax=axes ()

ax._autoscaleon=False

zaistené, Ze mierka na osiach bude stéle taka ist4 a Ze sa nebude automaticky prispdsobovat’ stirad-
niciam zaddvanych bodov. Pre udalosti typu ’button_press_event’ je pomocou prikazu

vc=connect (’button_press_event’ ,mk_point)

registrovana funkcia mk_point, ktoré ich bude obsluhovat’ Dalej je tato funkcia implementovana.

Kazda funkcia obsluhujica udalosti musi mat’ len jediny parameter a to je (v submodule mat-
plotlib.backend bases.Event) objekt Pylabu Event. V obsluznej funkcii m6éZeme pouzivat’atribity
objektu Event, napr. tieto

b4 x-stradnica v pixeloch od lavej strany obrazku

y y-stradnica v pixeloch od dolnej strany obrazku

button | stlacené tlacidlo mysi (1, 2, 3 alebo None)

inaxes | objekt stirad. osi, ak je my$ v tych stradniciach, alebo None
xdata | x-strad. v uZivatel'skych datovych sturadniciach alebo None
ydata | y-surad. v uZivatel'skych datovych suradniciach alebo None

key stlaceny klaves, napr. ‘a’, 'b’, "1’

Nas$a funkcia mk_point pouziva atribtt button na zistenie, ¢i je stlacené tla¢idlo mysi a ak je,
tak ktoré je to. Myslime si, Ze podla tohto prikladu bude ¢itatel schopny vytvarat’ si jednoduchu
interaktivnu grafiku v Pylabe.

3.7.2 Ukéazka pouzitia grafického uzivatel'ského rozhrania

MATLAB dava moznost’ vytvérat’ jednoduché uzivatel'ské rozhrania. V Pylabe, vdaka modulu Mat-
plotlib, mame k dispozicii tiez niekolko jednoduchych prvkov na tvorbu uiivatel’skach rozhrani,
napr. grafické tla¢idla, posuvniky, néstroje na vyber obd{znikovych oblasti. Uvedieme maly priklad,
ktory naznacuje Siroké moZznosti pouZzitia Pylabu pri interaktivnej vyucbe matematickej analyzy.

Priklad 3.20 Vytvorme grafické okno, v ktorom bude mat’ uZivatel moznost’ zaddvania hranic a, b integrilu

X
obrdzku.

b .
sin 7x . . . ) L Iy
/ dx pomocou mysi. Po zadani hranic sa v grafickom okne zobrazi vysledok, napr. ako na nasledujiicom
a
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Stlacte mys a potiahnite, vyrdta sa integrdl
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Na vyber hranic integralu pouZzijeme graficky prvok SpanSelector, ktorym sa daji v grafic-
kom okne vyberat’ zvislé alebo vodorovné pasy. Nasledujtice prikazy budeme zapisovat’ do stiboru
definteg.py.

Najskor oSetrime potrebné importy (grafika, numerické integrovanie). Potom pomocou lambda
notacie (je vysvetlend na str. 47) zavedieme funkciu fcn, ktorti budeme integrovat’.

from pylab import *
from matplotlib.widgets import SpanSelector

from scipy.integrate import quad

fcn=lambda x: sin(pi*x)/(pi*x)

Dalej nastavime, aby sa na vypisy matematickych vzorcov pouzival TgX, nakreslime integrovant
funkciu a suradnicové osi pre x € (—2,10), urobime vysvetlujuci text (titulok) obrazka (diakritické
znamienka sa zadavaju ako v TeX-u).

rc(Ptext’, usetex=True)
fig=figure() # nove graficke okno

ax =gca() # aktualne osi do premennej ax

x=linspace(-2,10,200)
y=sinc(x); x1im(-2,10)
1=plot(x,y,’k’)
axhline(0,color="k’,1w=0.5)

axvline(0,color="k’,1w=0.5)

hranice pre x
graf integrovanej funkcie

cierne tenke ciary

H# O H OH OH=

pre surad. osi

t=title(r’\it Stla\v cte my\v s a potiahnite, vyr\’ata sa integr\’al’)

Nasleduje definicia obsluznej funkcie onselect pre SpanSelector. Jej parametre sd hranice vmin,
vmax, vybrané pomocou stlacenia a pohybu lavého tla¢idla mysi. Po vybere hranic vyzera grafické
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okno asi takto:

Stlaéte my$ a potiahnite, vyrdta sa integral

08

0.6

041

021

0.0

—0.2

—0.4
-2 0

Tieto hranice sa vyuziji ako vstup do funkcie quad na numerickd integraciu. Oblast’ v zvolenych
hraniciach, ohrani¢enti osou x a integrovanou funkciou, zndzornime pomocou farebného vyplnenia
zelenou farbou a vypiSeme informacie o hodnote integralu tak, ako je to na obrazku na predchadza-
jucej strane. TakZe dokoncenie stiboru definteg. py tvoria tieto prikazy:

Drawn=None # ci uz bola nakreslena vyplnena plocha

def onselect(vmin, vmax):
global Drawn
if Drawn: # vycisti vyplnenu plochu aj vypisy
# o hraniciach a hodnote integralu
ax.patches,ax.texts=[], []
else:

Drawn=True

xx=linspace(vmin,vmax, int(200*(vmax-vmin)/12.0))

yy=sinc (xx)

xx=array([vmin] +1list (xx)+[vmax,vmin]) # uzavrety polygon

yy=array([0.0]+1ist(yy)+[0.0,0.0]) # pre vyplnenie

£ill(xx,yy,facecolor=’g’)

text (6,0.7,
r"$\displaystyle{\int\limits_{%2.3£}"{%2.3f}\
{\frac{\sin \uppi x}{\uppi x}}\,dx=%2.3£f}$" \
%(vmin,vmax,quad(sinc,vmin,vmax) [0]),
horizontalalignment=’center’,fontsize=14)

draw() # aby sa aktualizoval obrazok

span = SpanSelector(ax, onselect, ’horizontal’)

show () # prve nakreslenie obrazka

Okrem definicie obsluZznej funkcie, na konci stiiboru je do aktualneho obrazka pridany graficky prvok

SpanSelector, ktorému je priradena tato obsluzné funkcia onselect.
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Iné priklady pouZitia grafickych prvkov najdete na http://matplotlib.sourceforge.net|(do-
movska stranka Matplotlibu), je tam v hlavnom menu polozka Examples (zip), odtial si ich moZete
stiahnut’. Myslime si, Ze prezeranie zdrojovych textov tychto prikladov a ich modifikacia je najlepsi
sposob, ako sa zozndmit’ s Pylabom a jeho grafikou.

Zaver

V tejto strucnej ucebnici sme sa dotkli skuto¢ne len niektorych oblasti, kde sa da Pylab pouzit’ Takisto
sme mohli spomentit’ len mélo z funkcii a moznosti, ktoré tento systém pontika. Zakladom vypoctovej
¢asti Pylabu je modul Scipy (OLIFANT, |2004) a jeho submoduly. Z tych, o ktorych sme nehovorili,
spomenieme teraz aspoil stats - modul pre Statistiku (obsahuje vela rozdeleni pravdepodobnosti
a Statistickych testov@).

Pylab méa obrovsky potencidl na pouZitie nielen vo vyucbe matematickych a informatickych
predmetov, ale aj na rieSenie redlnych, rozsiahlych tloh inZinierskej praxe. Je to vdaka univerzalne
pouzitelnému programovaciemu jazyku Python. Ked budete dlhsie pracovat’s Pylabom, urite si aj
vy vytvorite svoje vlastné minimoduly v Pythone, alebo budete pouZivat’ aj dalsie existujice moduly,
ktoré vam velmi ulahéia pracu v $pecializovanych aplikaénych oblastiach.

Python nepodporuje symbolické manipulacie (teda napr. pocitanie limit, derivacii, integralov
v tvare vzorcov). Existuje v8ak systém SAGE, http://sage.scipy.org/sage/ ktory pouZiva Python
ako svoj hlavny programovaci prostriedok a je ureny na podporu vyskumu a vyucby v algebre,
geometrii, tedrii Cisel, kryptografii, atd’ BliZSie sa o tomto systéme moZete dozvediet’ z dokumentécie
(JOYNER, 2006)), ktoré je k dispozicii na vysSieuvedenej webovej stranke.

Nastrankehttp: //www.vrplumber . com/py3d.py najde ¢itatel dobry prehlad o aplikaciach a kniz-
niciach, tykajtcich sa trojdimenzionalnej grafiky v Pythone. Autor zo svojej skdsenosti méZe odpo-
racat’ napr. program Mayavi, http://mayavi.sourceforge.net/, ¢o je prezera¢, umoZiujici inte-
raktivnu manipuldciu s priestorovymi objektami.

Dufame, Ze aj tato ucebnica podnieti dalsi zaujem ¢itatela o programovaci jazyk Python a jeho
pocetné rozsirujice moduly, ktoré moéZzu v mnohych pripadoch slazit” ako rovnocenna nahrada ko-
meréného softvéru, ba v mnohych ohladoch (dostupnost’ zdrojového kédu, $iroka a priatel'ska uziva-
tel'ska komunita, otvorend aj pre zad¢inajticich programatorov, pravidelné konferencie tieZ v Eurépe)
ho aj predstihuja. Na serveri www . py . cz pre slovenskych a ¢eskych uzivatelov Pythonu najdete vela
dokumentacie a materiélu, ktory vam moze pomoct’ v dalsom raste a zdokonalovani sa v tejto oblasti.

26Existuje tiez modul RPy, ktory umozituje pouzivat’' v Pythone, teda aj v Pylabe objekty a funkcie z programovacieho
jazyka R, http://wuw.r-project.org/, o je velmi kvalitny Open Source systém na $tatistické vypocty (VENABLES ET AL/
2006).


http://matplotlib.sourceforge.net
http://sage.scipy.org/sage/
http://www.vrplumber.com/py3d.py
http://mayavi.sourceforge.net/
www.py.cz
http://www.r-project.org/
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Priloha — Zoznam najpouZivanejsich funkcii

axis
cla

clf
close
colorbar
contour
contourf
draw
figure
fill
gca

gcf
grid
hold
legend
plot
pcolor
polar
savefig
show
subplot
text
title
xlabel
ylabel

Tabulka 2: Najpouzivanejsie funkcie pre grafiku

nastavi alebo vrati aktualne hranice na sdrad. osiach

vydisti aktudlny stiradnicovy systém

vycisti celé obrazkové okno, bude bez stiradnic

zatvori (aktuélne) obrazkové okno

prida farebnu stupnicu do aktudlneho obrazku

urob{ vrstevnicovy graf

vrstevnicovy graf, ale farebne vyplneny medzi vrstevnicami
printti aktudlny obrazok, aby sa prekreslil

vytvori alebo zmeni aktivny obrazok

kreslenie (vyplnenych) mnohouholnikov

vrati aktudlny sdrad. systém (na modifikaciu vlastnosti)

vrati aktualny obrazok (na modifikaciu vlastnostf)

prepina zobrazenie sietky na grafe

urcuje, i sa grafické objekty pridavaju, alebo sa zakazdym mazt
legenda pre aktuélne osi

urobi normalny, ¢iarovy graf — ASI NAJPOUZIVANE]SI PRIKAZ
pre funkciu dvoch premennych, hodnoty znazornené farbami
graf v polarnych stradniciach

uloZenie aktualneho obrazka (. jpg, .png, .eps)

ukéazat’ obrazky (v neinteraktivnom rezime)

urobi subplot (poc_riadkov,poc_stlpcov,akt_sursys)

prida text na poziciu (x, y) v aktudlnom stradnicovom systéme
prida titulok k aktudlnemu stradnicovému systému

nadpis pre x-ovii os

nadpis pre y-ovi os
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axes
axhline
axvline
axhspan
axvspan
bar

barh
boxplot
clabel
colormaps
delaxes
figlegend
figtext
hist
ioff, ion
imread
imshow
loglog
matshow
pie
plot_date
quiver
rgrids
scatter
semilogx
semilogy
Spy, SPy2
stem
table
thetagrids
xlim, ylim
xticks

yticks

Tabulka 3: Iné funkcie pre grafiku a manipuldciu s fiou

vytvori novy stradnicovy systém

nakresli vodorovn ¢iaru cez cely obrazok

nakresli zvisld ¢iaru cez cely obrazok

nakresli vodorovny (vyplneny) stipec cez cely obrazok
nakresli zvisly (vyplneny) stipec cez cely obrazok
urobi stipcovy graf

vodorovny stlpcovy graf

obdlznikovy a fuzaty graf stipcov datovej matice
oznacovanie vrstevnic vo vrstevnicovom grafe
colormaps? vypiSe nazvy farebnych paliet

vymaze dany strad. systém z aktualneho obrazka
globalna legenda pre obrazok, nie pre str. systém
prida text v obrazkovych staradniciach [0,1,0,1]
kresli histogram

vypina a zapina interaktivny mod (efektivita!)
nacita obrazok do &iselného pola

nakresli obrézok z &iselného pola (vid' imread)

graf s obidvomi mierkami na osiach logaritmickymi
nakresli maticu (velkosti prvkov st farebne odliSené)
kolacovy graf, oblibena to potrava manazérov

ako plot, ale popisy osi st datumy

obrazok smerového pola (diferenciélnej rovnice) alebo vektorového pola

prisposobenie radidlnej sietky a znackovania pre polarne stiradnice
nakresli roztriisené body

logaritmicka mierka na x-ovej osi

logaritmicka mierka na y-ovej osi

zobrazuje riedke matice (tam, kde st nenulové prvky)
,rastlinkovy” graf — od osi x idu stebla ku bodom

pridé tabulku do obrazka

prispdsobenie uhlovej sietky a znackovania pre polarne stradnice
nastavuje respektive vracia hranice na osiach

nastavuje respektive vracia popisy a znackovanie osi x

nastavuje respektive vracia popisy a znackovanie osi y
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4 OPTIMALIZACIA V TABULKOVOM PROCESORE
GNUMERIC

Stefan PESKO
Katedra matematickych metéd, FRI
Zilinskd univerzita v Ziline

41 Uvod

V tejto kapitole sa chceme podelit’ o nase sktsenosti s pomerne malo vyuzivanou moznostou po-
hodlIného rieSenia niektorych optimaliza¢nych tloh v tabulkovom procesore Gnumeric bez potreby
ich proceduralneho programovania. Tento pristup nasiel uplatnenie vo vyskume pri tvorbe zaklad-
nych logistickych modelov, aj prekvapujtico dobrt odozvu u studentov pri precvicovani poznatkov
z predmetov tedria hramadnej obsluhy, teéria hier a kvantitativne metédy logistiky.

Pri rieSeni viacerych praktickych optimaliza¢nych tiloh operacnej analyzy, teérie rozvrhov a tedrie
hier aplikovanych najmé v dopravnej logistike, sme zistili (PESKO| 2002), Ze i sucasny tabulkovy
procesor Gnumeric (THE GNUMERIC MANUAL) pod OS GNU/Linux pontika moZnost’ich pohodlného
rieSenia. Z ponuky Gnumericu sa dokonca sta¢f obmedzit’ len na niektoré jeho zakladné funkcie, ktoré
umo?Ziiuju jeho neproceduralne programovanie a na Riesitel (Solver) na rieSenie tloh linearneho, resp.
celociselného linearneho programovania.
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4.2 Od Excelu ku Gnumericu

Aj ked’ méte skusenosti s nejakym tabulkovym procesorom, najcastejsie s Excelom od Microsoftu,
nezaskodi zopakovat’ niekolko pravidiel o préci s bunkami tabulky. Oplati sa hned na zaliatku
sustredit’ hlavne na absoliitne ($A$3), relativne (A3) a zmiesané odkazy ($A3, A$3) buniek. Ich zmysel
sa da rukolapne pochopit’ pri kopirovani oblastiF_7|

Dalej sa nam osvedcilo prejst' na tabulkové funkcie — hlavne maticové, ktoré vyrazne sprehladiiuja
tvorbu modelov, budeme potrebovat’ tieto:

o index(A;i[; j] vyberd z oblasti (matice) A obsah v riadku i a stlpci j ako prvok Aj;,
e mmult(A; B) vracia maticu A - B rovni maticovému stcinu matic A a B,

o sumproduct(A; B) vracia ¢islo A © B rovné skaldrnemu sdcinu matic }; }; A;;Bjj.

B Rissiesf e - o

Parametre | Model Obmedzenia

MozZnosti | Epréwl Scendre |

Obmedzenia pouiit pre: | % Add
Zmena
@ Remove

Lava strana: Typ! Prava strana:

B Gl |~ I|E.I &l
Help X cancel | X Close ‘ Riesit |

Obrézok 1: Riesitel pre linearne (celo¢iselné) programovanie

Kl'aéovym, aj ked' nie jedinym nastrojom modelovania, je tu v ponuke volba Riesitel (obrazok I,
ktord optimalizuje za nas riesiac tlohy linedrneho (celo¢iselného) programovania v nasledujticom
tvare (M)LP:

n

Z ¢jxj — min [max], 1)
j=1

n

Zﬂl’]’x]'é[z,:]bi, izl,...,m, (2)
j=1
xj 20, [celé, {0,1}], j=1,...,n 3)

pri¢om umoziiuje zadavat’ v bunkéch pozadované lineérne funkcie. A tak cielovu funkciu (1) zapi-
Seme v tvare formuly = sumproduct(C; X), kde C, X su prislusné vektory reprezentované suvislymi
oblastami buniek. K pohodliu prispieva moznost’ vektorového zapisu obmedzeni (2) zhodného typu
t.j.akprei € {my,...,my}je Z]’-‘Zl a;jxj = b;, potom stali pisat’ do obmedzeni len nerovnost’ XI < BI,
kde XI = sumproduct(Am,; X) : sumproduct(Apm,; X) je oblast’ linedrnych funkcii a BI = by, : by, je
oblast’ konstant.

2’Nazvoslovie tu nie je ustalené, pre oblast’ sa pouzivajt i nazvy pole, tabulka.
28Nepovinné alebo alternativne parametre budeme znaéit’ v hranatych zatvorkéach [é].
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Ulohu linedrneho programovania mdZeme prirodzene zapisat’ aj v maticom tvare
min{cx : Ax =b, x 20},

¢o vedie k alternativnej implementacii tilohy s pouZzitim nielen skaldrneho, ale aj maticového stuc¢inu
matic. Pred samotnym vyberom implementacie sa oplati diskutovat’o vyhodach a nevyhodach, a tak
im poskytnat’ moznost’ volby s naslednym porovnavanim alternativnych pristupov.

Skor v8ak nez tak urobime, ukaZeme si na jednoduchej hre — LIFE rekalkula¢nti vlastnostnost’
buniek tabulky, ktort budeme dalej vyuzivat.
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4.3 Minimalizicia poc¢tu prestupov medzi linkami

Najskor uvedieme model, ktorého rieSenie nevyZaduje pouzitie Riesitela, ale vystadi s citlivo ,na-
programovanymi” odkazmi buniek. Pri vyhodnocovani alternativneho navrhu vedenia liniek MHD
v Nitre vznikla potreba riesit’ nasledujticu optimaliza¢nt tlohu:

Nech je dand mnoZina n liniek L = {L; : i € N},N = {1,2,...,n} a matica A = (a;j), kde prook
a;j = 1, ak je mozny prestup z linky L; € L na linku L; € L (t. j. linky majii aspori jednu spoloc¢nii zastdvku)
a a;; = n v opacnom pripade. Hladd sa matica D = (d;j), kde prook d;; uddva minimdlny pocet prestupov
z linky L; na linku L;.

Takto formulovant tlohu mozno riesit' napr. znamym Floydovym algoritmom na hladanie matice
minimalnych vzdialenosti, ktory by bolo mozné implementovat’ nasledujicou procedtirou D =
=FLOYD(A):

procedure FLOYD(A)
D=A
for k€ N do
for i€ N do
for je N do
if dl] > di + dk] then
dij = dik + dy;
return D

Ak v8ak nepozname prislusny proceduralny jazyk tabulkového procesora a nechceme sa ho udit,
pontka sa ndm moznost’ vyuzit’ odkaz bunky na jednu bunku alebo na funkciu viacerych buniek
oblasti (napr. kk = if (k < n,k + 1, n) realizuje pocitadlo vonkajsieho cyklu indexu k algoritmu).

Sudbor  Upravit Zobrazit Pridat Format [Hastroje Data Pomocnik

DEH S8 YEDH 9@ ~ @ flf I o v

T oAl [AlA]l[EIEIEmoss®9 % - WL~
o X < l
alofclolelrliefnlolofwlc|m|luwlofelolrels|r]ul
1 Ll Lz L3 Li L5 [=]
20aan | 1 | 2 | 3| a5 x| alz]3][al>s vyv| 1 [ 3] 3|al>s [
3 o[ z[3[31]5 | dolals| )5 |
4 2lile[s5[5]5 alr|of2]2]>5 3l1 |o[s|[5]5 |
5 sl 110|555 3lr 1 0 2 5 sl |1]o|5 |5 |
3 155|031 4l 122 o1 4l 1| s5[s5|o]1 I
7 5515510 E IR ENE 551 5/5]1l0 |
B kk=| 2 k=l 1 |
C (- =l

Prestupy [

] Sifet=0 ]

Obrazok 2: Floydov algoritmus pomocou odkazov po prvej iteracii

Na obrézku[2 mame v Gnumericu realizéciu Floydovho algoritmu pomocou odkazov pre tlohu
s piatimi linkami. Najskor st v liste zoSitu ,,Prestupy” pomenované oblasti X X X = Prestupy!$1$3 : $M$7
a YYY = Prestupy!$0$3 : $T$7, pricom je na zaciatku vypoctu oblast’ YYY = AAA. Ak poloZzime
bunku I3 rovnui

13 = min(P3;index(YYY; $H3; $0%$8) + index(YYY; $0$; P$2))
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a rozkopirujeme do celej oblasti XXX, realizujeme k-ty itera¢ny krok procedury. Vyssie uvedena
formula je vlastne jadrom nasho neproceduralneho programu. Opakovanym kopirovanim hodnoét
oblasti YYY a kk do oblasti XXX a k, dostdvame rieSenie XXX = YYY = D. Poc¢itadlo v bunke H8 =
=if(0O8 < A7;08 + 1; A7) po kazdom kopirovani zvysi hodnotu o +1, kym nedosiahne hodnotu 5.

Ak definujeme prvky a;; rovné priemernej dobe prestupu medzi linkami L; a L; pre linky so
spolo¢nou zastdvkou a co v opatnom pripade, potom nasim algoritmom moZzeme vypocitat’ tabulku
rozpétia priemernej doby trvania prestupov medzi linkami s hodnotami buniek d;; medzi lubovol-
nymi dvoma linkami.

Pri analyze vedenia patnastich liniek MHD Nitra (CERNY A KOL.,2005) sme zistili, Ze na niektorych
zastavkach liniek st potrebné aZ 3 prestupy a najdlhsia doba priemerného prestupu medzi linkami
bola 32 mintt.
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4.4 Problém nakupujtceho obchodného cestujtceho

Pri tvorbe okruznej jazdy vozidla méZe vznikntt’ potreba riesit’ nasledujicu optimaliza¢nt tlohu:

Nech je dand matica dopravnych nikladov medzi uzlami N = {0,1,2,...,n} dopravnej siete D =
= (djj). MnoZina uzlov obsahuje uzol 0 reprezentujiici vyjchodiskové miesto obchodného cestujiiceho, ktory
hodld nakipit’ sortiment p druhov tovaru, K = {1,2,...,p}, v mnoZstvich (by, by, ..., by) v niektorych
predajniach, ktoré sii umiestnené v ostatnyjch uzloch i € M = N — {0}, a poniikajii sortiment v mnoZstvich
(ai1,ai, .- ., aip) za jednotkovii cenu (ci1, ¢ia, - - -, Cip)-

Hladd sa takd pochddzka obchodného cestujiiceho, ktord zacina a konci v O a prechidza predajiiami i,
v ktorych nakupuje dostatocné mnozZstvd k-teho druhu tovaru y. Cielom je minimalizovat’ celkové dopravné
ndklady a ndiklady na ndkup vybraného tovaru.

Pri hl'adani vhodného modelu sa nechdime motivovat’ modelom Millera a kol., pre klasickd tlohu
obchodného cestujticeho (bez ndkupu, ale navstevujiceho vsetky uzly siete), ktory je uvedeny v mo-
nografii (LAWLER ET AL/ 1985) na str. 26-27, kde je cyklus (pochddzka) obchodného cestujiceho
repezentovany 0 — 1 maticou X = (x;;). Ak je x;; = 1 potom hladany cyklus obsahuje tisek i — j.
My v8ak nepotrebujeme navstivit’ vSetky predajne, ¢o docielime, ak polozime dyy = c0c a d;; = 0
v ostatnych pripadoch ked i € M. Potom x;; = 1 bude znamenat), Ze predajtia i nebola navstivena.
A tak dostavame nasledujticu tlohu zmieSaného programovania BTSP:

Yo Y dijxij+ Y. Y ciyix — min, @

ieN jeN icMkeK

injzl, i€ N, ®)
jeN

Yoxi=1, jEN, 6)
ieN
ui+(n+1)x;—u;=n, i,jeEM,i+#]j, @)
Yik + aiXii < i, ieM,kek, ®)
Z Yik = by, keK, 9)
ieM
Yik 20, ieM, kek, (10)
Uu; 20, ieM, (11)
x;j € {0,1}, i,j €N. (12)

Obmedzujtice podmienky (), (6), (12) st podmienkami klasickej priradovacej alohy (assignment
problem — AP). V liste AP na obrazku [3| mame rieSenie prikladu s piatimi miestami. V oblastiach
DDD = AP!$B$5 : $G$10 a XXX = AP!$]$5 : $0%$10 mame maticu vzdialenosti a maticu rieSenia.
Cielovoubunkouje B12 = sumproduct(DDD; XXX ). Riadkové a stipcové sucty , @ st v oblastiach
Sum;, Sum; v tvare sictovych formtl, napr. P5 = sum(]5 : O5). Za zmienku stoji, Ze stai rozkopirovat’
tato bunku do oblasti Sum; a mame korektne definované vsetky jej bunky. RieSenim prislusnej
alohy LP st nasledujtice cykly:

0—-3—-01—1,2—2,4—4,5—5.

Vidime, Ze tiloha nepozadovala explicitne podmienku bivalentnosti premennych v oblasti XXX.
Ta je zabezpecena unimodalnostou obmedzujtcich podmienok (5), (6). Bivalentnost’ premennych
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5 Gnum gnumerie s Gnumerie T - agjx
Sdbor  Upravit Zobrazit Pridat Format Hastroje Data Pomocnik
= | |
_ BB ¢ ~eé v v
;Couriel v F v @] | s
= [=sum(15:05)
A lslelol el rlielml s sl wlclimlwlol|misl
1 1 1 1 1 1 3
gum_i 1 1 1 1 1 1
2 3 4 5 (KXX 0 1 2 3 4 5 gum_j
3 2 3 2 1] 0 1 0 0 o o _JL 1
| 2 | 1 3 4 | 1 1 o o | o o | o 1 1
o 2 1 2 2 .D o 1 o o o 1 1
5 RS - g
Parametre | Model |'Ohmedzzn[a I Mui’nnsti:l .‘lp_rivyl Scenare | L
Hastavit cielovd bunku: !BlZ |EA =
Equal Ta: O Max @ Min E
Zmenou buniek: iAP!JS:OlO EJ 1
e

Obrazok 3: RieSenie priradovacieho problému v BTSP

tak moZe byt nahradend slabSou obligétornou podmienkou x;; = 0, o vedie na tlohu linedrneho
programovania.

Podmienka (8) v BTSP zabezpeci nulové mnoZstva tovaru y; = 0 z celého sortimentu predajne i,
aknebudenavstivena, t.j.je v trividlnom cyklei — i definovanom premennou x;; = 1. V opa¢nom pri-
pade x;; = 0 pripusta ndkup z disponibilného mnoZstva tovaru. Kapacitna podmienka (9) umoziiuje
nakup vetkého pozadovaného tovaru. Podmienky (10), st obligatorné. Anticyklicka podmienka
([ s obligatornou podmienkou nam zarucuje, Ze v rieSeni tlohy neexistuje netrividlny cyklus
neobsahujtci uzol 0.

Na obrazku El méme rieSenie dvojsortimentovej tlohy (p = 2) najskor bez anticyklickych pod-
mienok, aby sme sa presvedcili o ich potrebe. Najskor dodefinujeme nové oblasti vstupov a to:

FyGnumgnumeric Grumeric . _0OX
Subor Upravit Zobrazit Pridat Formdt [Nistroje Déta Pomaecnik
EErEE FEErTi
DEE &G XaB/s~e~-1@Emu K -
o ~R-RAGD DODEo= 9% -
LT I S A T IO = - 5.
2 1 1 1 1 1 1 3
3 Sum_i 1 1 1 1 1 1
4 oOD 0 1 2 3 4 5 XX 0 1 2 3 4 5 gum_3j
5 of w00 2 3 2 3 2 of o 0 0 1 [ ] 1
& 1 2 o 2 1 3 a 1 o 1 o o o o 1
s 2 3 2 o 2 3 2 2 o o 1 o a o 1
B i = 1 2 i 3 a 3| 1 [} 0 ] o ] 1
9 4 3 El 1 3 [ 1 4 o 0 0 [ [ 1 1
io0 5] _a 4 2 1 1 o | =mm sl o 0 0 0 1 0 1
11 Jamm 1| = 20 as 5 20 10 0 fewx 1] o [ 0 5 15 10 30
12 2 E3 30 15 10 20 10 30 2 0 0 0 10 20 0 30
T £ 2 2 1 1 1 X_ii 1 T 0 0 0
2 x 3 2 2 2 3 AXX 20 25 5 15 10 =
38 30 15 10 20 0 _d
| 2+l
[ satet=20 | 7

Obrézok 4: RieSenie dvojsortimentovej BTSP bez anticyklickych podmienok
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AAA = xyBTSP!$C$11 : $G$12,

BBB = xyBTSP!$H$11 : $H$12,

CCC = xyBTSP!$C$13 : $G$14

a oblasti vystupov YYY = xyBTSP!$K$11 : $0$12, X;; = xyBTSP!$K$6 : $0O%6, obsahujtice odkazy
na diagonale bunky oblasti XXX a AXX = xyBTSP!$K$14 : $O$15, tvoriacu formuly l'avych stran
obmedzenti (). Cielova bunka B15 m4 tvar formuly

B15=sumproduct(DDD; XXX)+sumproduct(CCC;YYY).
Riesenie je pri nutnej poziadavke celo¢iselnosti premennych oblasti XXX
0—-3—401—1,2—25—4—35,

ale je nepripustné, nakolko obsahuje netrividlny cyklus 5 — 4 — 5.

EsGnumgnumerie:Gnomerie . l-ogx
Sobor  Upravit Zobrazit Pridat Format Hastroje Data  Pemocnik
= i = Jon® nE |l
DEH S8 Y86 9@~ @3 mk i M- v
foe e WABR OO Eo= ®% - W EH v -
57 * & = [T HER L0+ 7544
alelclole|rlelnleslslw| clm|un]lole|eo|r|mys|uv|wv|wlx]|
EEARTEAEE ]
Sum_i 1 1 1 T 1 1
0 1 2 E ! 4 5 RKX 0 1 2 3 4 5 sum_j U o o o 1 2
1000 2 3 2 3 2 of o o 1 o o o 1 1 mxm 1 2 3 0 5 LES
2 o 2 * 3 4 1 o 1 o o o o : 1 1 o o o -1 -2 [
3 3 o 2 1 2 H I [ o o 1 [ 1 1 2ol o o s -2 0
2 1 2 o 3 4 3 0 0 o 3 o o 1 1 3 o o o g 8 -2 0
3 i 1 El o L 4 o o o o o L 1 1 4 L 1 L o 5 1
2 a4 2 4 1 ] EEB 5 1 0 0 0 0 0o 1 1 5 2 2 2 1 0 2
® 20 5 5 20 10 30 fyyy 1 0 0 ] o 20 10 30 30 5 5 5 5 L
x 30 15 10 20 20 30 2 0 0 15 o 15 1] 30 30
w1z | 2| 1] 1|1 oo o o o o 1 o
x 3 2 2 2 3 X ii 1 0 1 0 0
37 AXK 20 o 5 20 10
30 15 10 15 0 -
[
I Suéet=0 |
)

Obrazok 5: Oblasti pre formulaciu dvojsortimentovej BTSP

5 e - [ |

Parametre | Mode| Obmedzenia

Obmedzenia pousi pre: ’z 4 Add

Zmena
PS:P12 = Q5:Q12 =

MoZnosti | sPra'vyl Smnéml

i

K151015 = C11:G11 == Remove
K16:016 = C12:G12
S6:W6 = S11:Wil
S7:W7 = S11:Wil
SB:WS = S11:Wi1
59:W9 £ S11:W11

S10:W10 £ S11:Wi1l

15:010 Int 4|

Lays strana: Typ: Prava strana:

|sj$3:$c$3 Bl- ~ |$J$2=$0$2 Bl

B beip X Cancel Riesit: I

X Close

Obrazok 6: Obmedzujtice podmienky na rieSenie dvojsortimentovej BTSP
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Doplnenie anticyklickych podmienok (7) s obligatérnou podmienkou na nové premenné u;
vyZzaduje zaviest’ dalsiu oblast’ UUU. PretoZe Riesitel umoZiiuje pracovat’ len so suvislou oblastou
premennych, vlozime UUU za oblast’ YYY, ¢im ziskame oblast’ premennych BTSP!]5 : O13.

Na implemetaciu podmienok (7) potrebujeme definovat’ oblast’ UXU = BTSP!S5 : W10, ktorej
bunka S7 = $X7 + ($R$10 + 1) « K7 — S$4. Po jeho rozkopirovani do celej oblasti UXU musime este
zmenit’ diagondlne bunky z formdl na 0 hodnoty, ¢im ich vyli¢ime z optimalizacie.

Po vlozeni vSetkych podmienok dvojsortimentovej BTSP dostdvame rieSenie:

0—2—-4—-5—-0,1—1,3—3,

¢o znamend, Ze obchodny cestujtici nakupuje postupne v predajniach 2,4,5. Prislusné mnozstva
pozadovaného sortimentu ndjdeme v oblasti YYY.
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4.5 Graf dopravnej siete

Pre potreby grafickej reprezentacie niektorych prvkov, resp. grafovych Struktiir na dopravnej sieti
(napr. sledov, ciest, centier, diep, atd’), nemaju tabulkové procesory priamu graficka podporu. Sa-
motny graf (presnejsie diagram) dopravnej siete méZeme pohodlne reprezentovat’ mnozinou tseciek
vdaka pomerne jednoduchému triku.

nur - glx
Subor Upravit Zobrazit Pridat Format Nastroje Data Pomocnik
3 {
DB Q@ % Ive Q@ -
ICourier 5 ]E‘ w @ -
K2 b 4 = i=if(32=3,-na(),-index(xxx,-indexmmnv,-12,-J2)))
S I O - - 5 - T S O 20

1 v x[vl ¥[v] Hkl vi | v Hk 123 x k4 :A___
2 ] 31 23 1 2 i i sill 23

3 2] 42 20 2 ot 1 1 2 412“ 20

4 3| &0 40 El It 15 1 3 #n/x #n/a

5 af 70 28 4 2 3 2 1 31 23 |
] s 51 T 5 2 4 2 2 3o iz

7 af 23 57 6] 2 8 2 3 #n/a Hn/a

8 71 11 &0 T 2 10 ] 1 3l 23

9 af 47 50 8 2 13 2 2 22 Lo

10 af 21 45 9] 2 15 2 3 oawiE guia

11 1of 30 32 10 2 18 4 1 az 20

i2 11 48 57 11 3 4 4 2 B0 a0

13 1zf 22 an 12 3 8 4 3 #u/x #n/a

14 13) 70 19 13 3 1% S 1 az 20

15 af 77 45 14 ] 14 = 2 i} 26

16 15 22 10 15 4 k| E 2 #n/z dn/a

17 16§ &0 10 16 4 14 [} 1 az 20

i8 17 5 T [} 2 arT 50

13 18] s 12 3 3 oA #uia

20 9] 5 1 7 1 az 20

21 any s 7 7 2 3o 32 :J

1 ]
Siitet=31 |

Obrézok 7: Vrcholy a hrany dopravnej siete

Na obrazku[7jméme v Gnumericu dopravnt siet’ uréenti mnoZinou stiradnic X[0], Y[v] jej vrcholov
v a mnozinou jej hran [v;,v;]. V oblastiach XXX = Siet!$B$2 : $B$17 a YYY = Siet!$C$2 : $C$17
méame zoznam stiradnic vrcholov a zoznam hran je v oblasti HRANY = Siet!$F$2 : $G$36.

Definujeme oblast’ Siet!$1$2 : $]$4 = {1,1;1,2;1,3} a oblast’ Siet!I5 : |5 = {F2+ 1, G2}. Formuly
buniek H2 a G2 udévaju stiradnice X[v], Y([o] prislusného koncového vrcholu hrany [v;,v;], alebo je
to oddeloval — nedefinovana bunka na():

H2 = if(G2=3,na(),index(XXX,index(HRANY, I2,]2))),
G2 = if(G2=3,na(),index(YYY,index(HRANY, I2,]2))).

Najskor rozkopirujeme oblast’ I5 : J5 do oblasti I6 : J106 a potom aj oblast’ K2 : L2 do oblasti
K3 : L106, ¢im ziskame stradnice X, Y tseciek, ktoré reprezentujii hrany siete. Zobrazenim oblasti
$K$2 : $L$106 v XY bodovom grafe dostaneme, na obrézku Zelany obrazok diagramu dopravnej
siete.

Analogicky sa postupuje, ak chceme v dopravnej sieti farebne vyznacit' niektoré jej hrany, napr. hrany
najkrat$ej uv-cesty, najlacnejsej kostry, pariace hrany, atd’ Jedingym doteraz neodstranenym nedostat-
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kom tohto pristupu je, Ze sa ndm do grafu nepodarilo pridat’ popisky, napr. ako ndzvy vybranych
uzlov.

| cnum .anumeric | Gnumeric

Stbor  Upravit Zobrazit Pridat Format Hdstroje Data  Pemacnik

DEEH &8 XaB 9@ @ mik i~ v
vovAARN BEEmos 9% - v @E -

K2 x =if(J2=3;na();index(X}X;index{HRANY;12;12)))
elelelul oo |mefe|m|uflol o | o | = i [
i EX vi | v Bk 123 x 5 L_
2 iy 1 2 1. i sl 23 a0
3 2l 1 10 1 2 42 20
4 k] I 15 1 3 4nia gnia 80
5 4] z 3 2 1 31 a3 =
& 5| 2 4 2 2 30 3 70
7 g 2 ] 2 3 gn/A guia
8 7] 2 10 3 1 sy 23 60
] 3] 2 13 3 2 2z 10
10 9 2 15 3 3 #nia gnia 50
nal 0] 2 16 4 1 4z 20
iz 1] 3 4 4 2 &0 a0 40
13 12 3 8 4 3 #nia gnia
14 13| 3 1 5 1 az 20 30
15 14| 3 14 5 2 t0 26
16 15 4 13 5 3 #n/a gn/a 20
iz 16] 4 14 & b3 az 20
ig 17 5 11 & 2 ar 50 104
is 18] s 12 3 3 en/x dnia
20 9] 5 14 7 1 az 20 o T T T T T T T
21 20l & 7 7 z 30 32 1o 20 30 40 50 B0 70 80 _ﬂ
I |
i siet
| sutet=31 [

Obrazok 8: Graf dopravnej siete

Vyssie uvedeny trik teda spociva v nakresleni sledu tseciek ako prerusovanej lomenej ¢iary.
Inou, podstatne pracnejSou cestou, je implementovat’ Tarryho prieskumom loment ¢iaru (kompo-
nent siete), ktord kazdou hranou prechddza v jednom smere prave raz. Tento postup vSak mozno
odporucat’ len ,,velmi hravym” $tudentom so znalostou teérie grafov.

Pri analyze cestovnych poriadkov MHD Nitra (CERNY A KOL., 2005) bola siet’ MHD tvorena
patnéstimi linkami. Vrcholmi tu boli zastavky liniek a hranami tseky liniek medzi zastdvkami.
Ziskali sme tak prehlad o spolo¢nych tsekoch liniek, €0 ndm pomohlo pri posudzovani zhlukov
autobusov cestovnych poriadkov na zastavkach tychto tisekoch.



114 S. Pegko

Zaver

Uvedené praktické priklady ukazujt, Ze je moZné aj bez znalosti procedurdlneho programovania
v tabulkovych procesoroch modelovat’ realne optimalizaéné tlohy. Limitujicim faktorom v pripade
pouzitia Riesitela vo vyskume je jeho kvalita a najma rozsah reélne riesiteInych tloh. No i v pripade
malych instancii poméaha pri tvorbe alternativnych modelov.

Oboznamovanie Studentov s touto formou modelovania sa zacina stretdvat’ na katedre mate-
matickych metéd s dobrou odozvou, nakolko im umoziiuje pomerne lahko overovat’ korektnost’
vytvorenych modelov. Na strane vyucujiaceho zas poskytuje velku variabilitu pri priprave tloh na
cvicenia, ¢o obcas vedie aZ k obojstranne nékazlivému poteSeniu z tvorivosti.

TieZ sme ziskali velmi dobré skusenosti s tabulkovymi procesormi pri rozhodovanim o volbe
modelov najmd v pociato¢nych fazach vedenia diplomovych aj doktorantskych prac. Vtedy sa totiz
Casto stretdvame s potrebou kritickej analyzy instancii redlnych tloh a navrhovanim potrebnych
vstupov na tvorbu algoritmov v nizkotroviiovych programovacich jazykoch.

Domnievame sa, Ze dostupné tabulkové procesory by mohli zaujat’ dominantné postavenie ako
néastroje vyucby modelovania v predmetoch operacnej analyzy. Ponechéavaja totiZ priestor pre tvori-
vost’ Studentov a pri ndpaditom vedeni umozniujt ststredit’ ich pozornost’ hlavne na navrh a analyzu
modelov.
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Primdrnym cielom vyskumu nesmie
byt viac faktorov, ale viac faktov so
strategickou hodnotou.
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5 SPRACOVANIE A VIZUALIZACIA
EXPERIMENTALNYCH DAT

Ladislav SEVCOVIC
Katedra fyziky, FEI
Technicka univerzita v Kosiciach

Uvod

Pri spracovani vyjsledkov merani a pozorovani sa $iroko pouZivajii metédy grafického zobrazenia. Ciselné iidaje,
ako vysledky merani a pozorovani prezentované v tabulkovej forme neumoZriujii dostatocne nizorne charak-
terizovat’ zdkonitosti Studovanych procesov, preto je vhodné tabulku doplnit’ grafom (graf je vlastne vizudlna
podoba tidajov v tabulke). Grafické zndzornenie poskytuje ndzornejsiu predstavu o vysledkoch experimentu,
umozriuje lepsie pochopit’ fyzikilny zmysel studovaného procesu, zistit’ (odhalit) vSeobecny charakter funkc-
nej zdvislosti premennijch velic¢in a napokon stanovit’ pritomnost’ (existenciu) maxim alebo minim funkcnej
zdvislosti.

Grafy taktieZ umoziiujii velmi ndzorne porovndvat” experimentdlne hodnoty s teoretickou krivkou (zdvis-
lostou). Z precizne vyhotoveného grafu nameranej zdvislosti dvoch velicin sa dajii s dostatocnou presnostou
urcit’ napr. charakteristiky funkcie. MoZeme urcit’ polohu uz spominanych extrémov, inflexnych bodov, pri
linedrnej zdvislosti odcitat’ z grafu smernicu krivky a pod. Na okraj spomenieme, Ze sii zndme metody na
grafické derivovanie a kvadratiiru (integrovanie). Vjhoda grafickych metéd sa uplatni predovsetkym pri me-
raniach s neekvidistancnymi hodnotami nezdvisle premennej veli¢iny, pretoZe Ciselné spracovanie vyjsledkov
je pri takjjchto meraniach zloZitejSie (taZsie), ako pre ekvidistancné merania, napriek tomu, grafické rieSenie je
vo vseobecnosti nepresnejsie. Spominané postupy a metody vsak stratili na vijzname v stivislosti s rozvojom
vijpoctovej techniky a jej aplikicii v experimentdlnej praxi.

Na kreslenie grafov a ilustricii existujii komercné programy, ktoré sii bohato vybavené podprogramami
na interpoldciu aj extrapoldciu, na fitovanie (ndjdenie najlepsej aproximdcie) nameranej zdvislosti zvolenou
triedou funkcif, na optimalizdciu, obsahujii Statistické spracovanie vijsledkov, vyhladenie zdvislosti, rozne filtre
a pod. V prostredi operacného systému GNU/Linux je bohaty vijber programov na spracovanie a analyzu dit,
ktoré sit na rozdiel od komercného OS Windows sirené pod licenciou GPL (GNU General Public License@
Vymenujme niektoré matematicko-grafické programy:

e GNUPLOT,

2 Projekt GNU bol zaloZeny na vybudovanie kompletného operacného systému, ktorého vysledky budii volne dostupné pocitacovej
verejnosti. Programy dostupné v ramci GNU sii chrdnené tzv. GNU General Public License (GPL), ktord na rozdiel od vSetkijch ostatnyjch
licencii garantuje kaZdému pravo programy slobodne pouzivat'a Sirit’ dalej.
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o Gnumeric a Calc z kanceldrskeho balika OpenOffice sii plnohodnotnou nihradou za komercny program

Excel z MS Office, dalej st to
Veusz,

LabPlot,

Grace (xmgrace),
Scigraphica,

Octave,

PyLab,

QtiPlot a napokon

Kpl.

V tomto prispevku strucne opiseme pouZivanie poslednych dvoch programov. Zdikladom programovania
v prostredi programu Pylab a jeho pouZitiu na podobné ticely je venovand prirucka M. Kaukica (2006)
a programu Octave privucka J. Busu (2006). Doévody, ktoré viedli k tomuto vijberu sii nasledujiice:

1. Proces instaldcie a konfigurdcie je velmi jednoduchy a zvlddne ho aj bezny pouzivatel vijpoctovej techniky.

2. Oba programy majii privetivé grafické prostredie, pod ktorym sa skrijva softvér profesiondlnej kvality.

3. Program QtiPlot je vydarenym klonom populdrneho komeréného programu OriginLab™, ktorym moZete
vykonat’ profesiondlnu analjzu experimentdlnych dit, nakreslit’ do grafu zloZité funkcie. Graficky vijstup
je vysokej kvality vhodny na dalsie spracovanie, napr. programom TgX.

4. Program Kpl je z pohladu pomeru jednoduchosti ovlddania k vijkonnosti ojedinely vo svojej kategorii.
Mozeme ho doplitat' vlastnymi kniznicami na fitovanie dét a programovymi skriptm na vykreslovanie
véakovakych funkcii, ktoré sa napisu a skompilujii v programovacom jazyku C. Vytvorené grafy moéZeme
exportovat’ do réznych formitov, okrem iného do Encapsulated Postscript (EPS).

5. Parametre fitovacich funkcit, ktoré sme ziskali po spracovani referenc¢nych dit na testovanie matematic-
kych kniznic a algoritmov tymito programami sii v dobrej zhode s hodnotami uverejnenyymi na internetovej
stranke Ndarodného institiitu Standardov a technologii Spojenijch Stitov americkych (NIST| 2006).

Problematika spracovand v prispevku je usporiadand do piatich casti, pricom kazda sa siistreduje na jeden
tématicky celok. V Casti uvddzame krétky stipis hlavnych pojmov z oblasti neistot merania. Cast'5.2} ktord
je spolocnd pre[5.3|a[5.4} je venovand zikladngm numerickym metédam na spracovanie experimentalnych dt.
Citatel by v kaZdom pripade mal vediet, ¢o a ako pocitacovyym programom analyzuje a akd je podstata metody,
ktorti pouZiva. Pri prvom Citant privucky je mozZné tiito kapitolu preskocit’.

Taziskom préce sii casti|5.3|a (5.4], Citatel sa z nich dozvie, aké moZnosti jednotlivé programy poskytujii
a ako ich rijchlo pouZit’ na spracovanie a vizualizdciu nameranych dit, pripadne zobrazenie funkcii.

V zdverecnej|5.5| Casti sa kratiicko venujeme zdkladnym pravidldm na tvorbu ithladného grafu.

Prispevok je uréeny vsetkym, ktori potrebujii richle zvlddnut’ pricu s programom na spolahlivé numerické
spracovanie nameranych ddt a ich kvalitnii grafickii prezentdciu do publikicii, vysokoskolskych kvalifikacnijch
pric, konferencnyjch zbornikov, posterov a pod.

Dakujem Jaroslavovi Sk¥ivdnkovi, Janovi Busovi a Igorovi Les$ovi za starostlivé precitanie rukopisu a cenné
pripomienky, ktoré prispeli k spresneniu niektorych formuldcii a ku skvalitneniu tejto pniceﬂ

Kosice 2007 L. Sevcovic

30Skripty si ASCII (textové) stibory obsahujice prikazy. Su tiez zname pod nazvom zdrojové siibory (source files) alebo

déavkové stibory (batch files). Ked' skript spustite, prikazy sa vykonaju (interpretuji) jeden za druhym poéntc od zadiatku tak,
akoby ste ich pisali samostatne priamo v prikazovom riadku jeden za druhym. Ide o aktsi obdobu davkovych prikazov
v OS MS DOS.

31 Elektronickd verzia tohto textu, doplnky a opravy sii pristupné na URL adrese http: //people. tuke. sk/ ladislav. sevcovic/|
Pripomienky a ndorhy, ktoré pomézu vylepsit' dalsie vydanie prirucky, zasielajte na adresu: RNDr. Ladislav Sevcovi¢ (Ladislav.
Sevcovic@tuke. sk), Katedra fyziky, FEI, Technickd univerzita v Kosiciach, Park Komenského 2, 041 20 Kogice.
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5.1 Zakladné pojmy a definicie z oblasti neistét merani

V stiCasnosti sa v metroldgii, pri fyzikdlnych a technickych meraniach postupne prechadza na nové
met6dy vyjadrovania odchylok. DoterajSie chyby merani st v stilade s medzinarodnymi predpismi
ISO a IEC nahradzované neistotami merarani. Za hlavny dokument je mozné povazovat’ predovset-
kym smernicu, ktora bola vydana pod ndzvom Guide to Expression of the Uncertainty of Measurement
(GUM) (ISO, Switzerland 1995) medzindrodnymi metrologickymi orgdnmi v roku 1993, korigo-
vana a doplnena v roku 1995. Pre prirodovedcov bude iste zaujimavé navstivit’ WWW stranku
Narodného institttu Standardov a technoldgii Spojenych statov americkych (NIST, 2006) http:
//physics.nist.gov/cuu/Uncertainty/basic.html, ktord prindsa zakladné informéacie o neisto-
tach a ich vyjadrovani.

Uvadzame zoznam niektorych vyznamnych medzinarodnych organizécii, ktoré tento projekt pod-
poruju:

BIPM Bureau International des Poids et Mesures

IEC International Electrotechnical Commission

IFCC International Federation of Clinical Chemistry

ISO International Organization for Standardization

IUPAC International Union of Pure and Applied Chemistry
IUPAP International Union of Pure and Applied Physics
OIML International Organization of Legal Metrology

Aplikovanie a zavadzanie novych experimentalnych metéd, pristrojov a pracovnych postupov,
prave tak, ako pouZzivanie star$ich a osved¢enych metéd, by malo byt’ podloZzené sttiidiom ich vlast-
nosti, aby ich neskorsie pouzivanie nenarazalo na nejasnosti pri interpretacii vysledkov ziskanych
pouzitymi postupmi a metédami.

Medzi zakladné problémy nepochybne patria otdzky presnosti a spravnosti, alebo skor nepres-
nosti a nespravnosti merani. Definicia tychto dvoch pojmov je dost’ tazkd, avsak ich obsah je intuitivne
celkom jasny. Sprdvnost’ stivisi s tym, ako sa meranie (namerané hodnoty) zhodujt so skuto¢nou me-
ranou hodnotou, zatial ¢o presnost’ suvisi s tym, ako sa opakované merania (namerané hodnoty)
zhodujtt medzi sebou. MoZeme teda hovorit’ o systematickijch chybdch, ktoré sa prejavuji ako staly
rozdiel medzi nameranymi hodnotami (alebo ich strednou hodnotou) a skuto¢nou (sprévnouf’?] hod-
notou a o ndhodnijch chybich, ktoré sa prejavuju vo variabilite nameranych hodnét okolo ich strednej
hodnoty. Uvadzaju sa eSte hrubé chyby, ktoré vznikaju napr. poruchou pristrojov, nepozornostou
pracovnika, krdtkodobou zmenou experimentalnych podmienok a pod.

Variabilita nameranych hodn6t ma dve zakladné priciny, ktoré vacSinou pdsobia stcasne:

» vlastnosti vySetrovaného javu (napr. neodstranitelnd nehomogenita vysetrovaného materialu,
fluktudcie vyvolané fyzikalnymi procesmi a pod.)

» a technické nedostatky meracej metddy (nepresnost’ meracieho zariadenia, nepresnost’ pri
priprave vzoriek, zmeny prostredia, v ktorom meranie prebieha, t. j. teplota, vlhkost’ vzduchu
a pod. a tiezZ vplyv osdb, ktori sa experimentu, merania zt¢astiuja).

Je potrebné teda pamétat’na oba zdroje neist6t a snazit’sa o udrzanie ¢o najstabilnejsich podmienok na
prevadzanie merani. V d'alsom nas budu zaujimat’ otazky stvisiace s presnostou (opakovatelnostou),
budeme pritom predpokladat, Zze metéda merania je sprévna, t. j. Ze sa spravna hodnota rovna

32Niektori autori pouZivaju aj pomenovanie ,pravd” vo vyzname hodnoty ziskanej naprosto presnym meranim (PALENCAR
A KOL.,|2000).
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strednej hodnote rozdelenia nameranych hodnoét. O nahodnych chybach sa spravidla predpoklada,

Ze su rozdelené normalne, tento predpoklad, ktory byva obvykle splneny aspon priblizne budeme

v dalsom akceptovat’ vo vieobecnosti vSak nemusi byt’ splneny:.

Stru¢ny slovnik pojmov

Aritmeticky priemer je sucet hodndt pozorovani
(merani, od¢itani a pod.) deleny po¢tom hodnot

xizyi:

S| =

Y Xik. )
k=1

Citlivost’ meracieho pristroja je prakticky zmena
hodnoty meranej velic¢iny, ktora koreSponduje
s najmensim dielikom stupnice. Pre ¢islicové me-
racie pristroje je to podiel poctu &islic zmeny
ddaja a zmeny vstupnej veli¢iny, ktord zmenu
vyvolala.
Disperzia (variancia) pozri Rozptyl.
Chyba, mame tu ma mysli chybu meracieho pri-
stroja, ktorda ma svoj povod v konstrukénom
usporiadani, v kone¢nom deleni stupnice mera-
nych hodnét a pod. Zakladnymi zdrojmi chyb
su:
» nedokonalost’ meracich pristrojov,
» starnutie a opotrebenie meracich pristro-
jov, ¢im sa modzu menit’ ich charakteristiky
a parametre,

» chyby experimentétora,

\

nepresné metdédy vyhodnocovania merant,

» vplyv linearizacie, interpolacie a zaokrth-
lovania,

» zla kalibrécia, inStalacia alebo umiestnenie

pristrojov atd’.

Chyba merania (odchylka) je rozdiel medzi na-
meranou X; a skutoé¢nou hodnotou u urcujticej
veli¢iny v tom istom okamihu. Pri merani urcitej
veli¢iny sa prevadza len kone¢ny pocet merani.
Predpokladajme, Ze bolo prevedené meranie ve-
liciny X a ziskané hodnoty Xi, X», ..., X,, kto-
rych chyby mozeme vyjadrit’ vztahom

AXi=Xi—p ()

a maji normalne rozdelenie. Aritmeticky prie-
mer nameranych hodnét X; podla dava

najpravdepodobnej$iu hodnotu meranej veli-
¢iny u = X;.
Koreldcia je kvantitativna miera vztahu medzi
dvoma veli¢inami vyjadrujeme ju ako
(=) (¥ — X
r(xi/xk) _ nzzfl( 17 l)(nk k) — _
VT (i = F0)2 Dy (6 — )2
D(xi/ Xk)

D(xi)v/D(x)’

®)

kde D(x;, xx) je kovariancia, D(x;) a D(x;) su
disperzie, pricom —1 < r(x;,x) < 1. Hod-
nota r(x;,xx) = 1 znamend, Ze ide o funkénu
rastucu zavislost, hodnota r(x;, x;) = —1 zna-
mend funként klesajicu zéavislost. Obidva pri-
pady a privlastok funkény zodpovedaju situdcii,
ked’ vetky body lezia na priamke. Ak su sku-
mané veli¢iny nezéavislé, bude r(x;, xx) = 0, ale
naopak nulovy koeficient korelacie nemusi zna-
menat’ nezavislost. Moze ist’ o (to byt’) zlozitejsi
vztah, napr. zavislost, ktora v jednej Casti rastie
a v druhej klesa. Korelacia je Statisticka (pravde-
podobnostna) zavislost” dvoch nahodnych veli-
¢in (premennych). Symbolom x; a xj sa tunedava
beZzny vyznam nezavisle a zavisle premennej,
pretoZe ani jednej z ndhodnych premennych ne-
prisudzujeme charakter pri¢iny alebo néasledku.
Kovariancia (vzdjomny rozptyl) je spoloéna men-
livost’ danych dvoch vlastnosti a charakterizuje
vdzbu hodnét vyberu

1
n—1

n
D(x, x¢) = Zl(xi,j = %) (X — X))
=
Meraci pristroj je zariadenie ur¢ené na prevod
meranej veli¢iny na signal nestci informaciu o jej
hodnote (tidaj). Charakterizujeme ho cilivostou,
schopnostou replikovat’ tidaje, rozptylom, pres-
nostou, hustotou pravdepodobnosti chyb me-
rani a pod. Priebeh registracie moze byt spojity,
ked'je registracia ¢islicova potom ma schodikovy
tvar.
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Nihodny vijber rozsahu 1 je n-tica ndhodnych pre-
mennych, ktoré st stochasticky nezavislé a maja
rovnak rozdelenie pravdepodobnosti.

Neistota merania (skratene neistota) je parame-
ter, ktory savisi s vysledkom merania a ktory
urcuje rozptyl hodnét, ktoré moZzeme este raci-
onélne priradit’ k meranej velic¢ine. (Neistota je
teda interval, v ktorom sa s uréitostou, defino-
vanou pravdepodobnostou bude skuto¢na hod-
nota nachadzat’) Neistoty (z jednotlivych zdro-
jov) moéZeme vyhodnocovat’ dvoma zékladnymi
metédami:

» Statistickymi metédami z nameranych
adajov, ktoré sa nazyvaja neistoty stanovené
metédou A, skrétene ich volame neistoty
typu A a oznacujeme ich ako ua (x;),

» neistoty ziskané inym spdsobom ako v pre-
doslom pripade, ktoré sa nazyvaju ne-
istoty stanovené metédou B, skrétene ich
voldme neistoty typu B a oznacujeme
ich ako up(x;) (napr. vysledky ziskané
pripredchéddzajticich meraniach, Specifika-
cie od vyrobcu meracieho pristroja, ddaje
z certifikatov, kalibra¢nych listov, neistoty
referen¢nych tdajov a pod.).

Vhodnym zltc¢enim S$tandardnych neist6t zo
vSetkych zdrojov ziskame celkovi (kombino-
vanu) $tandardnu neistotu. Treba zdoéraznit, ze
neclenime neistoty, ale met6dy ich vyhodnoco-
vania na metédu A a metédu B. Neistoty urcené
oboma metédami st rovnocenné, pokial boli ur-
¢ené korektne.

Normdlné (Gaussove) rozdelenie sa pouziva na ap-
roximéciu v pripadoch, ked’ sa ¢asto vyskytuju
malé odchylky od menovitej hodnoty, pricom
s rasticou velkostou odchylok pravdepodob-
nost’ ich vyskytu kles4, napr. ked'je zdrojom ne-
istoty meraci pristroj od spolahlivého vyrobcu
(moZeme predpokladat, Ze vécsina pristrojov
bude zdrojom malych chyb).

Opakovatelnost’ (replikovatelnost’) je charakteris-
tika meracieho systému a znamend, Ze distri-
buéna funkcia chyby merania sa nemeni pri opa-
kovani merani, teda akékolvek stubory dat zis-

kané z nezavislych opakovanych merani hod-
noty f nejakej veli¢iny je mozné modelovat’ ako
realizdciu nahodnych vyberov z toho istého roz-
delenia pravdepodobnosti. Stalost” distribucnej
funkcie je podmienkou replikovatelnosti mera-
cieho systému. Meraci pristroj bez driftu musi pri
opakovanom merani jednej a tej istej hodnoty vy-
kazovat’ vlastnost, ktora sa vola replikovatelnost.
Matematicky to znamena, Ze stibory nezavisle
nameranych dét su realizciou ndhodného vijberu
z toho istého rozdelenia pravdepodobnosti (KU-
BACEK A KUBACKOVA, [2000).

Presnost’ merania je miera nestthlasu nameranej
a skutoc¢nej hodnoty urcujticej veli¢iny.
Reprodukovatelnost’ merania je opakovatelnost’
vysledkov merania prevedenych za rovnakych
podmienok, ale v rdznych ¢asovych okamihoch.
Rovnomerné (pravouhlé) rozdelenie pravdepodob-
nosti sa pouziva v pripadoch, ked pravdepo-
dobnost’ vyskytu ktorejkolvek odchylky v ce-
lom intervale £z, je rovnaka. V praxi sa po-
uziva najCastejsie, predovsetkym preto, ze vac-
$inou nemame k dispozicii dostato¢né poznatky
o rozdeleni pravdepodobnosti vyskytu odchy-
lok a teda nemame dévod davat’ niektorym od-
chylkam prednost’ tym, Ze pouZijeme iny typ
rozdelenia. Spojitd ndhodna veli¢ina X sa riadi
zakonom rovnomerného rozdelenia (mé rovno-
merné rozdelenie), ked' jej mozné hodnoty lezia
(nachadzaja sa) v uréenych hraniciach, okrem
toho v hraniciach tohto intervalu st vSetky hod-
noty ndhodnej veli¢iny rovnako pravdepodobné
(majti rovnaki hustotu pravdepodobnosti roz-
delenia). S ndhodnou veli¢inou, ktora ma vlast-
nosti rovnomerného rozdelenia sa Casto streta-
vame v meracej technike (praxi) pri zaokrthlo-
vani tdajov z meracich pristrojov na cely die-
lik delenia stupnice. Chyba pri zaokrthlovani
tdaja stupnice na najbliZzsi dielik delenia je né-
hodna veli¢ina X;, ktorda mdZe nadobtudat’ I'u-
bovolnu hodnotu medzi dvoma susednymi die-
likmi stupnice s konstantnou hustotou pravde-
podobnosti. Ked'sa chyby podriaduji zikonu rovno-
merného rozdelenia pocet prevedenych merani nemd
vplyv na stuperi hodnovernosti vyjsledku merania na
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rozdiel od inych zdkonov rozdelenia, napr. nor-
malneho, kde zvySovanim poc¢tu merani a ich
spracovanim, moZeme podstatne zvysit’ pres-
nost’odhadu meranej velic¢iny.

Rozdelenie pravdepodobnosti je funkcia vyjadru-
juca pravdepodobnost’ Ze meranie (ndhodna ve-
li¢ina) nadobudne ur¢itt hodnotu alebo hodnoty
z istého intervalu.

Rozptyl je stredna hodota druhej mocniny od-
chylky ndhodnej veli¢iny od jej strednej hodnoty

_ N (X — Xi)?

D(X;) = s*(X;) —

(5)

Rozptyl registricie je definovany disperziou (dru-
hym centrdlnym momentom teoretickej distribu-
cie chyb merania danym pristrojom). Niekedy
sa nazyva aj charkteristikou vniitornej presnosti.
Charakteristika vonkajsej presnosti pri danom po-
¢te opakovanych merani n konkrétnej hodnoty f;
je dana hodnotou veli¢iny

? 2 s? 2
E[(f-fiP] == +B ©)

kde B = E(f) — f;, f je uvazovany odhad veli-
Ciny f, E[-] a E(-) vyjadruju strednt hodnotu ve-
liciny. Hodnota B sa nazyva vychylenost’ (bias)
odhadu f. Ked'pristroj (subor dat ziskanych pri-
strojom) je charakterizovany hustotou pravde-
podobnosti, pre ktoru plati E(X;) = 0, potom st
charakteristiky vonkajsej a vnuatornej presnosti
zhodné. Rozptyl (disperzia) meracieho pristroja je
jeho dolezitou charakteristikou, avsak nevysti-
huje tiplne Statistické spravanie chyb. LepSiou
charakteristikou spravania chyb merani je ich
rozdelenie pravdepodobnosti. Pri pouziti me-
racieho pristroja vznika problém, ako tato hus-
totu poznat’ aspon priblizne (KUBACEK A KUBAC-
KOVA, [2000).

Rozsirend neistota je veli¢ina definujica interval
okolo vysledku merania, ktory zahriuje velku
ast’rozdelenia pravdepodobnosti hodnot, ktoré
je mozné priradit’ k meranej veli¢ine.

Signal je fyzikélna veli¢ina, ktora je nositelkou
pridanej namodulovanej informécie.

Smerodajnd odchyjlka je druhd odmocnina z rozp-
tylu prislusného rozdelenia pravdepodobnosti.
Standardnd neistota merania je neistota merania
vyjadrena ako smerodajna odchylka. Pojem stan-
dardnd neistota (v merani) a smerodajnd odchylka
(odmocnina z disperzie resp. z rozptylu; charak-
terizuje presnost’ merania) znamenaju to isté.
Trojuholnikové (Simpsonove) rozdelenie sa pouziva
na modelovanie situdcii (pripadov), ktoré sa po-
dobajt norméalnemu rozdeleniu.

Vstupny odhad je vysledok merania vypocitany
z odhadov vstupnych dat pomocou funkcie mo-
delu merania.

Vijberovd smerodajnd odchyjlka je druhd odmocnina
vyberového rozptylu. Nahodnd chybu v klasic-
kej teorii chyb najcastejsie zastupuje smerodajné
odchylka vyberového stiboru

s(X;) = \/ZZ_l(Xi'k .

X2

, @)

n—1

zriedkavo smerodajnd odchylka aritmetického
priemeru

s(X;) = Sij%i) — \/ZZL((};iiI)Xi)Z'

Vijberovy rozptyl je veliCina charakterizujtica rop-

©®)

tylenie vysledkov série n pozorovani (merani,
odcitani a pod.) rovnakej meranej veliciny, zis-
kana ako druh& mocnina vijberovej smerodajnej
odchylky.

Visledok merania je hodnota, ktora prisldcha me-
ranej veli¢ine a bola ziskand meranim. Ked pou-
Zijeme pomenovanie vysledok merania, musime
uviest, ¢i sa vztahuje na:

» tudaj meradla (meracieho pristroja),
>» nekorigovany vysledok,
» korigovany vysledok.

Nekorigovany vijsledok je taky vysledok merania,
pri ktorom nie st uplatnené korekcie znamych
systematickych chyb. Korigovany vijsledok mera-
nia je vysledok po korekcii systematickych chyb.
Vysledkom merania je ¢asto hodnota ziskané
vypoctom z vysledku viacerych opakovanych
merani.Vzhladom na to, Ze skutoént hodnotu
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meranej veli¢iny zistujeme procesom merania,
ktory je zataZeny r6znymi chybami, vysledok
merania jelen odhadom (skuto¢nej) hodnoty me-
ranej veli¢iny. Pri udavani vysledku merania je
preto doleZité stanovit’ aj kvalitu tohto odhadu,
ktord sa definuje pomocou neistoty. Uplny tidaj
vyjsledku obsahuje okrem vyslednej hodnoty me-
ranej veli¢iny aj ildaj o neistote merania. (WIM-
MER A KOL., 2001, str. 103)

Vijstupnd velicina je veli¢ina, ktord pri vyhodno-
teni merania predstavuje merand veli¢inu.

Typy neistot

Ako sme to uz spomenuli, je pojem neistota (ne-
istota merania) spojeny s oznacenim parametera
stvisiaceho s vysledkom merania a charakte-
rizujiceho rozsah hodnét, ktoré mdzeme raci-
onélne priradit’ meranej veli¢ine. Zmienili sme
sa aj o tom, Ze neistota sa sklada z niekolkych
zloZiek. Na urenie ich velkosti su principialne
k dispozicii tieto dve met6dy:

» Statistické spracovanie nameranych tda-
jov (metdda typu A),

» iné ako Statistické spracovanie namera-
nych ddajov (metéda typu B).

Niekedy sa ziskané meto-

dou A stru¢ne oznacuju ako mneistoty typu A,

neistoty

podobne neistoty ziskané metédou B ako neis-
toty typu B. Z tychto zakladnych typov neist6t sa
potom lahko pomocou stétu ich Stvorcov urdi
vyslednd kombinovand neistota uc. Predpokla-
dajme, Ze médme jednoducht vystupnt mode-
lovu funkciu niekol'kych vstupnych parametrov
f=F(x1,x2,...,%i,...,%n), kde f je odhad vy-
stupnej veli¢iny, x; st odhady vstupnych veli¢in
a F je znamy funkény vztah. Vo vseobecnosti po-
tom moZeme pre neistotu 1y odhadu f napisat’
vztah

up =4[ ) Aduz, )
i=1

kde uy, st jednotlivé zlozky neistot, A; je koefi-
cient citlivosti (prevodu) prislusného zdroja ne-
istoty, ktory pozname alebo sa uré¢i ako parcialna

derivécia funkcie f podla prislusnej vstupmej
veli¢iny x;

A — % _ aF(xl,xz,...,xl-,...

— /xm)
! axi axi ’

(10)

Vidiet, Ze cela metodika urcenia je dost’ kompli-
kovan4, preto v nasledujuacich ¢astiach ukazeme
len zdkladnti metodiku a hibavého itatela odka-
Zeme na preStudovanie prislusnej literattiry (PA-
LENCAR A KOL., 2000; [VDOLECEK A KOL., [ 2001a,b}
2002aljb;[UHRIN A KOL.,2006; MELOUN A MILITKY,
2004).

Vyhodnotenie standardnych neistét vstupnej
veli¢iny metédou typu A

Metéda vyhodnotenia tohto typu neistot je za-
loZena na Statistickej analyze opakovanej série
merani. Ked' mame 1 nezavislych rovnako pres-
nych pozorovani (n > 1), bude odhad vysled-
nej hodnoty f reprezentovany hodnotou vybero-
vého priemeru (aritmetického priemeru) f;. Ne-
istota prislichajica odhadu f sa ur¢i ako sme-
rodajna odchylka s(f;) tejto vyslednej hodnoty,
teda vyberového priemeru f;. Tento typ neistoty
sa oznadi ako ua s a mdZeme ju vyjadrit’ v tvare

Unr = 5(7) _ S(fi) _ Z}r{l:ﬂfi,k —?i)z
Af 1 \/ﬁ n(?’l 71) .

(11)

Této neistota je sposobend kolisanim namera-
nych tidajov. Ked’ méme k dispozicii maly pocet
merani (n < 10) je hodnota uréené podla tohto
vztahu nespolahlivd a mali by sme tato neis-
totu (sposobent kolisanim nameranych tdajov)
odhadnut’ metédou typu B na zéklade inych in-
formacif ako su sti¢asné namerané tidaje.

Vyhodnotenie Standardnych neistot vstupnej
veli¢iny metédou typu B

Ako sme to uz uviedli vyhodnotenie neistoty
vstupnej veli¢iny metédou typu B je zalozené
na inych ako $tatistickych postupoch analyzy sé-
rie pozorovani. Naskytuje sa mozZnost” analégie
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so systematickymi zloZkami chyb, avSak neide
ojednozna¢nd stvislost’ pretoze metédou typu B
je mozné odhadnut’ aj vplyv nahodnej chyby,
napr. pri kalibracii pouZitim predchadzajicich
merani. Standardné neistota typu B sa odhaduje
pomocou racionalneho tsudku na zéklade vset-
kych moznych a dostupnych informacii. Najcas-
tejSie sa pouzivaju:

» udaje vyrobcu meracieho pristroja,

» skisenosti z predchadzajicej série merani,

» sktsenosti s vlastnostami sprdvania mate-

ridlov a techniky a poznatky o nich,
» udaje ziskané z kalibracif a z certifikatov,
» neistoty referen¢nych tidajov v priruckach.

Pri urCovani neistoty typu B sa vycha-
dza z ciastkovych neistot jednotlivych zdrojov
UBz;- Ked' pozndme maximélnu odchylku j-teho
zdroja neistoty zjmay, neistota up;; sa urci podla
vztahu

Zjmax

uBZ]‘ = k ’ (12)

kde k je sucinitel ziskany zo zakona rozdelenia
pravdepodobnosti, ktorym sa riadi zdroj neis-
toty (napr. pre normalne rozdelenie je k = 2, pri-
padne 3, pre rovnomerné rozdelenie k = /3, pre
trojuholnikové rozdelenie k = V6 atd’, podrob-
nosti pozri odkaz Rovnomerné rozdelenie pravdepo-
dobnosti)@V niektorych pripadoch méze byt uz
neistota UBz; znama, napr. z kalibra¢ného certifi-
katu vyrobcu meracieho pristroja. Vysledna ne-
istota sa metédou B ur¢i podobne ako v pripade
zévislosti vstupnych funkcii od viacerych para-

metrov, pre p zdrojov z1, 2y, . .. 1ZjyeesZp plati

p
2,2
Z} A, (13)
]:

uBf =

kde ug;; st neistoty jednotlivych zdrojov a A;
sd ich sti¢initele citlivosti. Takymto sposobom sa
neistota vyhodnocovana metédou typu B pre-
vedie do nového tvaru a vzhladom na pred-
chadzajtce predstavy aj tieto neistoty ziskavaja

charakter smerodajnej odchylky. Ako s takymi,
pripadne s ich druhymi mocninami ako s rozp-
tylom, sa pracuje dalej. V samostatnej asti to
ukézeme na prikladoch.

Kombinovana a rozsirena neistota

V praxisa zriedka vystacilen sjednym alebo dru-
hym typom neistoty samostatne. Potom je po-
trebné stanovit’ vysledny efekt kombinovanych
neist6t merani (alebo urceni) oboch typov, A a B.
Vysledna kombinovand neistota veli¢iny f sa
oznacuje ucy a je vlastne odhadom smerodajnej
odchylky spojenej s vysledkom, ktory je rovny
druhej odmocnine kombinovaného rozptylu zis-
kaného zo vietkych rozptylov vstupnych veli¢in;
druhej odmocnine zo sti¢tu $tvorcov oboch ty-
pov neistot A a B podla vztahu

ucy = /Ui, + ugy (14)

a zo vSetkych pripadnych kovariancii. Postup na
stanovenie kombinovanej standardnej neistoty je
iny pre nekorelované a iny pre korelované veli¢iny.

Pre veli¢iny nekorelované (vzajomne neza-
vislé) je kombinovana standardna neistota ucy
stanovena ako kladna druhd odmocnina z kom-
binovaného rozptylu u% fr ktory sa ur¢i pomocou
vztahu

> i IF\ ,
uce = <) u(x;), (15)
=AY
kde F je funkcia vyjadrujtica zavislost’ vystupnej
veli¢iny f od vstupnych veli¢in x;.

Pre veli¢iny korelované (vzajomne zéavislé)
vstupuju do neistdt aj ich kovariancie D(x;, xy)
vztahujtce sa na odhady x; a x; ako dalsi vplyv
na vyjadrovand neistotu

D(x;, xx) = u(x;) - u(xg) - r(x;, xg), (16)

kde r(x;, x) je korelatny koeficient. Kovarian-

ciu dvoch ndhodnych veli¢in xl(k) a x,((k), kto-

rych odhady st ziskané z hodno6t opakovanych

33V pripadoch, ked' mdzeme odhadntt’ len dolnti (z~) a hornti hranicu (z*) meranej veli¢iny X; a dal$ie informéacie nemame

k dispozicii, je vhodné priradit’ (prisudit’) meranej veli¢ine rovnomerné rozdelenie a ako mieru neistoty ug(X;) pouZit’ odhad

smerodajnej odchylky s(X;) tohto rozdelenia, teda up(X;) = s(X;) =

(zt—z7)
2z -
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merani a s vyjadrené aritmetickymi priemermi
ng) a Y]({k), mozeme urdit’ podla nasledujuceho
vztahu (horny index (k) vyjadruje, Ze méme do
¢inenia s korelovanymi veli¢inami)
LR PN B O NN O ()
D(xj,x¢) = — . 1(xl.,]. —X; )(xk/]. -x; ).
]:

(17)

Kombinovany rozptyl vztahujici sa na odhad
funkéne zavislej vystupnej veli¢iny od korelova-
nych vstupnych veli¢in je vyjadreny vztahom

(18)
+2 1; k:lZH 2%, v D(x;, xy).

Kombinovana standardna neistota je rovna od-
mocnine s takto vyjadreného kombinovaného
rozptylu. Z vyjadrenia rozvoja neistot ziskame
prispevky jednotlivych zdrojov neistot k celko-
vej neistote, preto je vhodné previest’ v tejto faze
analyzu prispevkov jednotlivych zdrojov celko-
vej (kombinovanej Standardnej) neistoty a na za-
kladejejvysledku pripadne previest' tipravu me-
todiky merania za ticelom zniZenia neist6t, ktoré
sa na celkovej neistote najviac podielaju.

Tam kde nevysta¢ime so Standardnymi ne-
istotami je potrebné pouZit” ich rozsirenie pomo-
cou koeficientu rozsirenia k;. P6vodne stanovena
smerodajnd odchylka (teda aj Standardné neis-
tota) predstavuje napr. pri najcastejsie pouziva-
nom normdlnom rozdeleni interval uréeny s prav-
depodobnostou asi 68 %. Podobne je to aj pri
inych typoch (zdkonoch) rozdelenia pravdepo-
dobnosti. Aby sme dosiahli vacsi interval po-
krytia, bliziaceho sa k 100 %, je potrebné roz-
$irit’ Standardnt neistotu koeficientom rozsire-
nia kr, ktorého vyznam je v podstate zhodny s vy-
znamom kvantilov pri Gaussovom (normalnom)
rozdeleni, kde k, = 2 pre rozsirenie na 95%-nu
a kr = 3 pre rozsirenie na 99,7%-nu pravdepo-
dobnost” a pod. Rozsirena neistota je potom vy-
jadrend vztahom

Uf = kr : Llcf, (19)

kde Uy je roz8irena neistota, kr je koeficient roz-
Sirenia a ucy je kombinovana neistota. Vysledok
merania sa potom vyjadri v tvare

f=fxUs (20)

a znamen4, Ze najlepsim odhadom meranej ve-
liciny je f a Ze interval od f — Uy do f + Uy je
interval, od ktorého je mozné o¢akavat, Ze obko-
puje velku ¢ast’ hodnot, ktoré mozu byt prira-
dené (pristadené) vystupnej veli¢ine f.

Zdroje neistot

Ako zdroje neistot moZeme oznacit’ vietky javy,
ktoré nejakym spdsobom moézu ovplyviiovat’
neurcitost’ jednozna¢ného stanovenia vysledku
merania a tym oddaluji (postvaji) namerant
hodnotu od skuto¢nej hodnoty. Velky vplyv na
vysledok ma aj ta skuto¢nost’ akii meraciu me-
tédu pouzivame, priamu alebo nepriamu. Na ne-
istoty tieZ vplyva vyber meracich pristrojov (ana-
logovych alebo ¢islicovych), vzorkovacov, pou-
zitie rdznych filtrov, inych prostriedkov a zaria-
deni v celej trase prenosu a tprave meraného
signalu. K neistotdm vyrazne prispievaju rusivé
vplyvy prostredia v najSirSsom slova zmysle. Na
tomto mieste spomenieme najcastejsie sa vysky-
tujtice zdroje neistot:

» nevhodny vyber pristroja (rozliSovacia
schopnost’a pod.),

» netplné alebo nedokonalad definicia me-
ranej velic¢iny alebo jej realizacia,

» nevhodny, resp. nereprezentativny vyber

vzoriek merania,

nevhodny postup pri merani,

vy

zjednodusSenie alebo nespravne zaokrthle-

nie kon$tant a prevzatych hodnot,

» linearizicia, aproximdcia, interpolacia
alebo extrapolacia pri vyhodnocovani,

» nekompenzované alebo nezndme vplyvy
prostredia,

» nedodrzanie zhodnych podmienok pri
opakovanych meraniach,

» subjektivne vplyvy obsluhy (experimenta-

tora),
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» nepresnost’etalénov a refernénych zdrojov
alebo materialov.

Niektoré zo zdrojov sa prejavuji vyznamne
alebo vyhradne v neistotdch vyhodnocovanych
metédou typu A, iné zase pri poZiti metédy
typu B. Mnohé zdroje moézu byt pri¢inou oboch
skupin neisto6t a preto vznikd nebezpecenstvo
v podobe zabudnutia (vynechania) jednej zo zlo-
Ziek, ¢o moZe mat’ vyrazne skreslujtci tGéinok.
Situacia sa komplikuje, ked’ na meranie niekol-
kych vstupnych veli¢in pouzivame rovnaky me-
raci pristroj alebo ked’stt medzi vstupnymi para-
metrami iné kovaria¢né vazby. Vysledna neistota
je potom podstatne vicsia a celd metodika spra-
covania nameranych tidajov je primerane zloZi-
tejsia.

Priklady stanovenia neistoty

Cisla, ktoré vyjadrujt vysledok merania v tvare
f=f=+ Us (alebo f = f+ ucs) su ziskané
vypoétom a maju obycajne tolko desatinnych
miest, kolko zobrazi pouZité vypoctové zaria-
denie (pocita¢, kalkulacka a pod.) V zobrazenom
disle sa ¢islice s vynimkou niil na zaciatku zobra-
zenej hodnoty oznacuja ako platné ¢islice, napr.
¢islo 0,003 001 40 ma Sest” platnych ¢islic (miest).
Vyslednd neistota merania sa zaokruhluje najviac
na dve platné cislice. Takyto postup vnasa do vy-
slednej ¢iselnej hodnoty intervalu neistoty hod-
noty zaokruhlovaciu chybu nanajvys 0,5 %. Na-
priklad vysledkom vypoctu je ¢islo 0,004 3234,
zaokruhlenim ziskame hodnotu 0,004 3, alebo
vysledkom vypoctu je ¢islo 0,0040234, zaok-
rthlenim ziskame hodnotu 0,004 0 (ked’ je dru-
hou platnou ¢&islicou nula, treba ju vo vysledku
uviest’). Z formétu ¢isla vyjadrujtceho interval
neistoty Uy vyplyva aj formét ¢isla f, ktoré nema
vyznam uvadzat’ v niZSom rade ako je rad po-
slednej platnej ¢islice neistoty. Uvedieme pri-
klady:

1. Vypoctom sme ziskali tieto nezaokruh-

lené ¢&isla:

f = 38,395799 cm?
Us = 0,1559118cm?

2. Po zaokrtdhleni ich zapiSeme v tvare:

f = 38,40cm?
Ur = 0,16cm?

3. Vysledok merania uvedieme v tvare:

f = (38,40 £0,16) cm?

4. Prizaokrihleninajedno (platné) desatinné
miesto:

f = (38,440,2) cm?

5. DalSie moZnosti zapisu vysledkov merani:

I=(8374+024)10 %A
p = (1,2017 £ 0,0024) Pa
A = 2,037(4) nm

Poslednt formu zépisu vysledku merania pou-
zivaju niektoré odborné Casopisy a nahradzuje
klasicky tvar zédpisu A = (2,037 £ 0,004) nm.

Cislicovy meraci pristro

Postup odhadu neistoty vysledku merania
(typ B) je pre dany typ meracieho pristroja oby-
¢ajne stanoveny vyrobcom. Ked neméme k dis-
pozicii tento postup alebo nie je stanoveny inak,
je neistota vysledku principidlne uréend diskrét-
nym charakterom ¢iselného tidaja na displeji pri-
stroja. Najjemnejsi krok delenia 6 daného roz-
sahu meracieho pristroja Xmr je uréeny zmenou
tudaja na poslednom digite o hodnotu +1. Na-
priklad pre pristroj s pat’ digitovym displejom
jed = 1075 Xy @ merand velidina sa s isto-
tou nachadza v intervale hodnoty zobrazenej na

34Dovolena chyba ¢islicového voltmetra (ampérmetra) sa uddva stiétom relativnej chyby v percentach dyp, z meranej hod-

noty a relativnej chyby dm, v percentach, vztahuje sa na najvacsiu hodnotu meracieho rozsahu pristroja (podrobnejsie pozri

Cast[5.5|Chyby elektrickijch meracich pristrojov).
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displeji plus 6. Rozdelenie pravdepodobnosti vy-
skytu meranej veli¢iny v tomto intervale sa oby-
¢ajne povazuje za rovhomerné. Potom sa stredna
hodnota meranej veli¢iny odhaduje hodnotou
zobrazenou na displeji plus 6 /2 a prislusné neis-
tota vysledku sa odhadne $tandardnou odchyl-
kou rovnomerného rozdelenia

6 6

Up = —F/— = ——.
BTV 23

Jednym zo zdrojov neistoty je rozlisitelnost’ po-

(21)

slednej platnej cislice. Napriek tomu, Ze sa pri
opakovanom meran{ tidaj na displeji nemeni nie
je neistota merania nulova. Pri odhade neistoty
sa pouZziva model rovnomerného rozdelenia pravde-
podobnosti v intervale, ktory je vymedzeny rozli-
Sovaciou schopnostou § daného pristroja podla

vztahu 21).

Priklad A:

Cislicovy voltmeter opakovane ukazuje na disp-
leji napdtie U = 14,12 V pri rozliSeni 10 mV
(presnost’ 10 mV), mozeme teda predpokladat)
ze o) = 0,01 V a neistota je rovna

u(l) 0,01
B 2\@
=0,0029V =~ 0,003 V.

=0,00288675V =
(22)

Udaj v technickej dokumentécii voltmetra nas
vSak informuje, Ze na rozsahu 20 V pri roz-
liseni 10 mV (1 digit) ma voltmeter presnost’
(0,3 % meranej hodnoty + 1 digit). Potom

14,12
5@ = ( ’ 0,3%+0,01) =

100 (23)
= (0,04236 +0,01) = 0,05236 V.
Prislusna zloZzka neistoty bude
b 62 005236
T o3 23 (24)

=0,01511503 V = 0,015V,

¢oje ale hodnota 5x vécsia, ako z predchadzaju-
ceho vypoctu.

Priklad B:

Pri merani cislicovym ampérmetrom s pia-
timi digitmi na rozsahu 10 A je tdaj na disp-
leji I = 0,0035A. Merany prud sa teda na-
chadza v intervale §I = (0,0035 < 0,0036) A.
Strednti hodnotu meraného pridu odhadneme
ako I = 0,00355 A. Pre neistotu merania v pri-
pade pouzitia modelu rovnomerného rozdelenia vy-
skytu meranej veli¢iny dostavame

—4

up = —— = 28,8675-107° A =
BI 2\@

(25)
= 0,000029 A

a pre model normdlneho rozdelenia vyskytu mera-
nej veli¢iny je vysledok neistoty rovny
—4

10
up = —— = 16,66667 - 1070 A = 26)

= 0,000017 A.

Vysledok merania pre model rovnomerného roz-
delenia potom zapiSeme v tvare

I = (0,003 550 £ 0,000029) A. (27)

Posuvné meradlo

V pripade posuvného meradla s najjemnejsim
delenim stupnice 0,1 mm, ked predpokladéme
rovnomerné rozdelenie pravdepodobnosti, je in-
terval neistoty vysledku merania podla predcha-
dzajucej zasady (v Casti Cislicovyj meraci pristroj)
rovny § =0,2mm a podla vztahu

_od
V3

up =0,057735mm = 0,058 mm.  (28)

Jednoduché meranie teploty

BeZnym liehovym teplomerom meriame teplotu
kvapaliny v nddobe, pricom predpokladdme, Ze
na teplomer nepdsobia iné, ako v danom pripade
zanedbatelné vplyvy (sélanie, premenliva tep-
lota okolia, zmeny priudenia vzduchu v miest-
nosti a pod.). Presnost’ merania teplomerom je
dané ako chyba od¢itania teploty s velkostou
jedného dielika stupnice, ¢ize +1 °C. Vyraz pres-
nost’ tu chapeme ,klasicky” prostrednictvom
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chyby, teda nie ako neistotu. Meranie preva-
dzame opakovane v réznych miestach nadoby
tak, aby bolo mozné uréit’ priemernt teplotu
kvapaliny. Predpokladom merania je aj to, aby
teplotné pole v meranom priestore bolo homo-
génne. Ked'je tato podmienka splnena neméme
dovod uvazovat’ o dalsich pridavnych korek-
cidch a mozeme pouzit’ takyto postup.
Opakovanym meranim, pri dostato¢nej dobe
ustalenia tdaja teplomera (vyltcime pripadnu
dynamickt chybu) sa ziska minimalne potreb-
nych desat’ merani. Odhadom priemernej tep-
loty tje aritmeticky priemer zo vSetkych desatich
hodnoét t = 35,4°C. Standardnd neistota typu A je
reprezentovand smerodajnou odchylkou stiboru
nameranych hodnoét od aritmetického priemeru

up(t) = \/n L : Yt - B2 = 0360°C.  (29)
i=1

Standardnd neistota typu B ma pri danom usporia-
dani merania jediny zdroj, ktorym je chyba od-
¢itania s hodnotou £1°C. Opravnene moZeme

predpokladat’ rovnomerné rozdelenie pravde-
podobnosti chyby teplomera, ¢ize
up(t) = LI 0,578°C (30)
B 7B .
Kombinovanii standardnii neistotu ziskame zltce-
nim oboch zloZziek

uc(t) =\ (0)+ (1) = o
= 1/0,360% + 0,578% = 0,681 °C.

Vijsledok merania mdzeme prezentovat’ pomocou
rozsirenej neistoty s koeficientom rozsirenia k, =2
(skuto¢na priemernd teplota sa nachadza v in-
tervale neistoty s asi 95%-nou pravdepodobnos-
tou), takZze zapis po zaokrihleni na dve platné
miesta bude mat’ tvar

t = (35,40 +1,36) °C. (32)

V tabulke [I| uvadzame orienta¢né hodnoty
odhadu chyb niektorych meracich pristrojov
a zariadeni.

Tabulka 1: Hodnoty odhadu chyb niektorych meracich pristrojov

Meracie zariadenie Delenie stupnice Chyba zmax
Pasové meradlo 10 dielikov na 1 cm 1mm
Posuvné meradlo 10 dielikov na nénius 0,1 mm
Posuvné meradlo 20 dielikov na nénius 0,05 mm
Posuvné meradlo 50 dielikov na nénius 0,02 mm
Mikrometer 50 dielikov na 0,5 mm 0,01 mm
Mechanické stopky 5 dielikovnals 02s
Digitalne stopky min : sek : % 0,01s
Teplomer 5,2 alebo 1 dielik na 1°C (02+1)°C
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Tordim len, Ze v kaZdom stidiu
prirody je len tolko vlastnej vedy,
kolko je v nej matematiky.

IMMANUEL KANT

5.2 Numerické metédy spracovania vysledkov merani

Ulohy suvisiace s vyhodnotenim experimentalnych dét vo fyzikalnej a technickej praxi sa vyznac¢uja
tymito zakladnymi vlastnostami:

(a) rozsah a objem spracovanych dét oby¢ajne nie je velky,

(b) v datach sa nachadzajua aj vybocujtice hodnoty merania a r6zne nehomogenity,

(c) v datach sa zvycajne vyskytuji nelinearity, vzdjomné viazby a pod., ktoré treba identifikovat’
a opisat;

(d) parametre modelov majti obycajne definovany fyzikalny vyznam,

(e) Casto nardZame na istt neurcitost’ (nejasnost, nepresnost) pri vybere modelu na opis dat.

Pri projektovani pokusu je experimentator vedeny snahou ziskat’ z merani ¢o najviac fyzikalne
zaujimavych informéciiE]Preto experiment obycajne prebieha za roznych (kontrolovanych) podmie-
nok. Zmenou istych veli¢in sledujeme ich vplyv na iné veli¢iny. Vo vac¢Sine pripadov takto ziskame
zévislost) o ktorej predpokladame, Ze je spojita funkénd zavislost’ jednej veli¢iny od druhej veli¢iny.
Napr. teplotnti zavislost’ odporu, zavislost’anddového priidu magnetrénu od indukcie magnetického
pola, zavislost’ intenzity jadrového Ziarenia od hrabky absorbatora atd. Nameranim zavislosti veli-
¢in préaca experimentatora nekondi, naopak, nasleduje najdolezitejsia tloha a to fyzikdlne interpretovat’
vysledky merani. Pod pojmom interpretacie budeme rozumiet’ odévodnenie visledkov. V podstate ide
o urcenie pricin, ktoré sposobuju dany vysledok. Experimentalna praca je takto z forméalneho hladiska
,obratenou” tlohou k teoretickému postupu, ktory z definovanych podmienok (pri¢in) predpoklada
zavery (nasledky) a tento fakt treba mat’ na zreteli pri spracovavani merania. V konkrétnych pripa-
doch sa najcastejSie stretneme s tymito situdciami:

e Fyzikdlna interpretdcia meranej zavislosti nie je dobre prepracovan, tzn., Ze v ¢ase kona-
nia experimentu neexistuje teoreticky model, ktory by viac-menej tispeSne predpovedal tvar
funkénej zavislosti. Potom je mozné ziskané zavislosti interpretovat’ iba kvalitativne, resp.
v jednoduchych pripadoch vyslovit” hypotézu (napr. o linedrnej, resp. inej zavislosti).

o Teoreticky model predpoveda ocakavant zavislost, napr. y =a + bx. Experiment@ linedrnu za-
vislost’ potvrdi. Treba néjst’ ,spravne” hodnoty parametrov, napr. 4, b, ktorym mo6zu odpovedat’
dalsie dolezité informécie. Ulohami tohto druhu sa zaobera vyrovnavaci pocet. V stiasnej dobe

35 Metéda pozorovania déva cenné informdcie o vonkajich javoch a vztahoch (velkost, tvar, éasovd ndslednost'a pod.). Pozndvaciu hodnotu
vdak strica vtedy, ked'sa pytame na charakter vztahov alebo na pricinu javov. Hlbsie poznanie skutocnosti umoziiuje experimentdlna metdda,
ktorej pouZitie znamend cielavedomi zdsah do povodného stavu zdmernou zmenou, ktord je exaktne sledovand za ticelom ziskania novijch
vedeckych faktov. Experimentdlna metéda identifikicie zimerne vyvoldva zmeny v skiimanych objektoch a na to pouZiva najroznejsie
techniky. Cavier tento rozdiel medzi pozorovatelom a experimentdtorom vyjadril takto: , Pozorovatel prirode naciiva, experimentditor ju
vypociiva.” Déta ziskané experimentom sa stanil odpovedou na experimentatorovu otdzku len po ich logickom spracovani, ktoré najcastejsie
pozostiva z matematického vyhodnotenia a pozndvania, zo zovseobecnenia zistenyjch faktov.

36Experiment moZzeme rozdelit’ na Casti, ktoré st do istej miery samostatné, volame ich pokusy.
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sa Siroko vyuZziva metdda najmensich §tvorcov€] Za spravne hodnoty sa povaZuju také hodnoty
parametrov, ktoré davaja najmensi siicet druhijch mocnin odchiyjlok medzi nameranymi a teoreticky
predpovedanymi hodnotami. Uvedieme hlavné ¢rty metddy.

Majme namerant funként zavislost’ f; = f(x;) vbodochi=1, 2, ... ,n. Teoreticky model predpo-
klada zavislost’ y = F(x, p1, p2, --- , Px), kde p1, p2, ..., px st parametre, ktoré sa nedaju vypocitat’
v rdmci tohto modelu (¢fIm menej parametrov, tym je model hodnotnejsi). Odchylky modelovej F*
a experimentélej funkcie f;, vypo¢itané v nameranych bodoch, ozna¢ime e;

ej = F*(x;, p1, p3, -, Px) — fi- (33)

Vzhladom na to, Ze povaZzujeme kladné odchylky za rovnako vyznamné ako zdporné, uvazujeme
druhtt mocninu eiDalej oznacime

D=Y e (34)

Ulohou je najst’ také odhady p1, py, - .. , px parametrov p1, pa, - - . , P, pre ktoré funkcia ® (oznaco-
vana tiez ako ticelovd alebo kriteridlna) nadobtida minimum. Aby mala tato poziadavka zmysel, musi
byt’ splnenych niekol'ko, nie prave samozrejmych predpokladov, o ktorych sa musime pred zacatim
experimentu presvedcit, pozri napr. (PETROVIC A KOL., (1989, L, str. 74):

1. chyba nezavisle premennej x; je zanedbatelne mald vzhladom na chybu zavisle
premennej f;,
2. chyba merania premennej f; je ndhodna veli¢ina z normélne rozdeleného stiboru,

ktory ma nulovt stredntt hodnotu a konstantny rozptyl v celej oblasti merania@

Nutnou podmienkou pre minimum je potom splnenie rovnice

0P L de; noOF* (xi,pi, . pf) ,
= =2Y e+ =2)¢ TR —0,j=1,2,...,k (35)
9p; 5 ' op; = op;

Ttto ststavu je mozné explicitne riesit’ v niektorych Specidlnych pripadoch. VSeobecne treba pouZzivat’
vybrané numerické metédy (KAUKIC, 2006; [PIRC A BUSA, 2002). Preberieme si tie funkéné zavislosti,
ktoré budeme potrebovat’ pri vyhodnocovani laboratérnych zdznamov.

5.2.1 Linedrna zavislost' y=a+bx ay=ax

Podla vztahu (35) mame dva parametre p; =a, pp =b

e; =a+bx;— fi. (36)

3Metédu najmensich $tvorcov, ako vypottovi procedtru opisal Adrien-Marie Legendre r. 1805 v praci Nouvelles méthodes
pour la détermination des orbites des cometes. On navrhol aj nazov tejto metédy. Prvy, kto spojil metédu najmensich Stvorcov
s teériou pravdepodobnosti bol Carl Friedrich Gauss r. 1809 v préaci Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicus solem
ambientium auctore, C. F. G. 1809. Poznamenal, Ze ttito metédu pouZil uz roku 1795.

38 Vgeobecne sa uvazuje nejakd parna funkcia, t. j. funkcia f(x) takd, Ze f(x) = f(—x). Druhej mocnine sa dava prednost’
pred absoldtnou hodnotou, lebo je to hladka funkcia.

3Gystematické chyby ovplyviiuji experiment v rovnakom zmysle, ale vo vieobecnosti vietky merania réznou hodnotou.
Majt nenulovii strednd hodnotu a prejavujt urciti mieru vzajomnej zavislosti, t. j. st korelované. Nedodrzanie predpokladu
nahodnosti a nezavislosti chyb i nenulovosti ich strednych hodnot znemozZziuje pouZzitie Statistickych metéd vyhodnotenia.
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Z rovnic (34) a (35) dostaneme suistavu dvoch linedrnych rovnic pre nezndme a a b, ktoré modzme
l'ahko vyriesit. RieSenie zapiSeme v tvare vyhodnom na pocita¢ové spracovanie. Oznalime

n n n 5
s1=Y xi, s2=Y fi, s=Yx3,
i=1 i—1 i=1

n n
sa= Y xifi, S5=Zfi2, v=n53—sf
i=1 i=1

Potom

§7283 — 8§18 ns4 — 818
a:23 14[ b= 4 12' (37)
v v

Da sa ukazat, Ze pre standardné neistoty odhadnutych parametrov a a b platia tieto vztahy:

/'S a n
Ua:(Tfab ;3, O'bzo;[h \/: (38)

V experimentoch vSak nie vzdy pozndme hodnotu $tandardnej neistoty oy. Jej hodnotu mozeme
ziskat’ len opakovanim merania. Pri jednom experimente vSak mame nameranych n hodnoét f a ked’
sme vSetky zmerali s rovnakou chybou, méZzemu ju odhadniit’ z rozdielov medzi nameranymi bodmi

a funkciou Vzt’a\hon@

ﬁ (a+bx; — f;)?

ab __ i=1
T -2 (39)

Podobne pre zavislost’ typu y = ax platia tieto vztahy:

(40)

Odvodenie tychto vztahov viak presahuje ramec tejto préace a nie je ani jej ciefom. Citatel sa moze
o metéde najmensich $tvorcov podrobnejsie docitat napr. v pracach autorov (LYONS, [2001; KUDRACIK,
1999; ISQUIRES, 2001} PETROVIC A KOL.,[1989)

5.2.2 Polynomidlna zavislost’

Parametrami st koeficienty v polynéme k-teho stupria
k

Fr=mxf +a T+ oy tag =Y ax!,
1=0

k
ei=Y mxi— f(xi),
1=0

oF*(x;,a0,a1,...,0a;) 9 & I j
=5 Y ax; = x]

oa; j =0

40V menovateli vztahu je hodnota 7 — 2 namiesto 7 z toho dévodu, aby bol odhad nevychyleny. Ak méme namerané iba
dva body priamka uréend metédou najmensich Stvorcov prechddza presne cez ne a reziduélny stcet Stvorcov je rovny nule,
vztah predstavuje vyraz typu 0/0. Musime mat’ teda namerané aspori tri body, aby sme z rozptylu bodov okolo priamky
odhadli neistotu merania. Odhad je nevychyleny, ked' strednd hodnota odhadu sa rovna jej skutoénej hodnote (nezévisle od
poctu merani).
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a podla rovnice (35) dostaneme stistavu rovnic
p

aCI) 1 k 1 ]
—‘:22 Y apx; — f(x;) | xl =0.
0a; i=1 [i=0

Prehodenim poradia sumacie dostdvame stistavu k + 1 rovnic pre k 4+ 1 neznamych ay, ... ,ax

k
Y Bja =y; (41)
=0

kde

n n
— I+j — j
Bi=).x", y= ) flx)x
i=1 i=1
Sustavu (1) je mozné riesit’ napr. Gaussovou eliminacnou metédou. Pre k = 1 dostavame linedrnu
zavislost), pre ktord je rieSenie zhodné s rovnicou (37).

5.2.3 Exponenciadlna zavislost’
Fr=wef*, pi=a, pr=p e =aefi—flx;)
a z rovnice dostaneme

n
— =2 szzxi e?Pri 2) af(xi) x; ePri =,
' i

¢o je stistava transcendentnych rovnic a na ich rieSenie treba zvolit’ priblizné numerické met6dy. Aby
sme sa tomu vyhli, pozmenime tilohu a namiesto extrému ti¢elovej funkcie ® budeme hladat’ extrém
funkcie @), v ktorej namiesto F* vystupuje In(F*). Logaritmovanim F* dostaneme

In(F*) = In(a) 4+ Bx.

Ak oznacime a=1In(a), b= B, mdzeme pouzit’ vysledky rovnice pre linearnu zavislost’
Pozndmka:
Ak pouzijeme metédu najmengich Stvorcov na takto transformovanii nelinedrnu funkciu, hladané parametre
nezodpovedajii minimdlnemu stictu stvorcov odchyjlok Y ; [In f —InF *(x,-)]z/ pretoZe transformidcia do
stiradnic prirodzeného logaritmu ovplyvriuje odchylky rozdielne v roznych oblastiach pozdIZ krivky a tiez roz-
dielne ovplyvni pozitivne a negativne chyby v tych istych bodoch krivky; preto treba problém riesit’ ako stistavu
nelinedrnych rovnic. Podla Brunovskej (1990, str. 50) vsak neexistuje vseobecné pravidlo pre nelinedrne re-
gresie, podla ktorého by bolo mozné dat’ prednost’ jednej ticelovej funkcii pred druhou. Ak rozptyl iidajov nie je
velky, tento rozdiel nie je vyznamny. Odhad cez transformdciu mozno este zlepSit' zavedenim Statistickej vihy
w; = (%r/0?) “do ticelovej funkcie , ktord potom nadobudne tvar Y}, w; [In f; — In F* (x)]*> = min.

1
Zaverom treba zddraznit) Ze funkcia F* (tzv. modelova funkcia) musibyt’ fyzikalne opodstatnena.
Ak sa predpoklada linedrna zavislost, nema fyzikalne opodstatnenie vyrovnavat’ merant zévislost’
kvadratickou funkciou, i ked’ mdézeme ocakéavat’ ,lepsiu” zhodu v zmysle najmensSich Stvorcov.
Aproximacia experimentélnych dat inymi fyzikalne neoddévodnenymi funkciami ma vyznam iba
z hladiska vhodnejsieho uchovania informacie o experimentalnych détach a z hladiska niektorych
numerickych operacii, napr. interpolacie a extrapolacie.
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5.2.4 x? test kvality fitovania

Pri opise met6dy najmensSich Stvorcov sme mlcky obisli otdzku vplyvu chyb merania na charak-
ter a parametre (koeficienty) uréovanej analytickej zavislosti. Kratko sa zmienime o tom, akd novu
informéciu moézeme ziskat, ked vezmeme do tvahy $tandardné (stredné kvadratické) chyby expe-
rimentalnych dat. Predpokladajme, Ze mame k dispozici n dvojic meranych hodnot (x;, f;), pricom
chyba veli¢iny x; je zanedbatelne mala a chyba merania veli¢iny f; je znama, rovna sa oy;.

Optimalny postup pre data s normélnou distribtciou $umu je taky, ktory hlada minimum kri-
terialnej (icelovej) funkcie metédy najmensich stvorcov, t. j. vahovanej sumy $tvorcov rezidui alebo
aspor prostej rezidualnej sumy

2 2
) & e & F*(xi/ﬁlw--/ﬁk)_fi)
. (f) Z( o

kde 0y; je chyba merania veli¢iny f v bode i. Tento vyraz sa vola funkcia x kvadrit (chi kvadrat, X2

a metdda najmensich Stvorcov, v ktorej sa aproximéacia dat vykonava so zapocitanim chyb merani
sa vola metéda x kvadrit. Poznamenajme, Ze x? je opat’ funkcia diskrétnej premennej a prispevok
jednotlivych ¢lenov (rozdielov teoretickych a meranych dat) je tym vyznamnejsi, ¢im presnejsie
(s men3ou hodnotou oy;) je zmerana hodnota f;. Je teda zrejmé, ze ked nepozname chyby f;, nemozeme
vyslovit’ Ziaden zaver ohladne kvality fitovania.

Vo véetkych pripadoch x? slaZi, ako indikator zhody medzi experimentalnymi a o¢akavanymi
hodnotami nejakej premennej. Pri dobrej zhode bude x? stupiia 1, pri zlej zhode bude omnoho vacsie
ako n. Kritérium moZeme pouzit’ len v tom pripade, ked pozname o¢akavané hodnoty a $tandardnt
chybu. Pozrime sa na ttito tlohu trochu podrobnejsie.

Pre jednoduchost’ budeme predpokladat, Ze vSetky merania st zataZené rovnakymi Standard-
nymi chybami oy;. Potom 0; = 0y (pozri vztah a v menovateloch sumy vyrazu bude
vystupovat’ pre vSetky merania rovnaké oy. Po derivovani vztahu za t¢elom hladania koefi-
cientov polynému dostaneme tu ist sustavu rovnic, ako v metéde najmensich stvorcov. KedZe do
ststavy rovnic vstupuju tie isté experimentalne data, potom prirodzene ziskame aj rovnaké parametre
(koeficienty). Je teda na mieste otazka, aka novu informaciu nam da pouzitie znamych hodnét oy,
vztah , x? funkcia je bezrozmerna velicina, ktord sa, ako vidime, rovna sume stvorcov odchylok
experimentédlnych bodov od teoretickej (optimalnej) krivky v nasobkoch standardnej chyby oy;.

Podmienka ,fitovatelnosti” dat je splnend, ked’ je pocet k hladanych parametrov rovny alebo
mensi ako pocet nameranych bodov n. Predpokladame vsak, Ze v mnohych pripadoch je splneny
taky scendr experimentu, v ktorom n >> k. Zdravy rozum nam hovori, Ze ked' mé byt’ fitovanie dobré,
rozdiely e; by mali spliiat’ rovnicu

ei = lyi — f(xi)| = opi. (43)
Je to len ,hruba” indikécia, ale vzdy je lepsia, ako letmy prelet otami ,,pozdiz krivky“ Ked' nage
kritérium dosadime do rovnice dostaneme

X2~ n. (44)

Cim viac parametrov bude mat’ modelové funkcia pouZita na fitovanie, tym tesnejsie bude fitovana
krivka sledovat’ namerané data. Fitovanie budeme teda pokladat’ za dobré, ked k = n. Tento pred-
poklad nas vedie k tomu, aby sme aj s prihliadnutim na poziadavku vyslovent v tivode tejto Casti, Ze

#1Garcia (2000) vola tento pristup eye-balling a Press (1992) chi-by-eye.
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modelova funkcia F* (x;, px) je tym hodnotnejsia, ¢im ma menej parametrov, prijali praktické pravidlo
pre dobryj vijsledok fitovania v tvare

XZ ~n-—k, (45)

ktoré bude platit’ pre jednu sériu merani. Keby sme mohli zopakovat'nase merania nekone¢ne mnoho
réz a po kazdej sérii vypocitat’ x2, potom by sa jej stredna hodnota rovnala n — k.
NajcastejSie mdzu nastat’ dva pripady:

(a) ked bude x? > n — k nemdzeme vybrand modelova funkciu F*(x;, pr) pouzit’ na fitovanie
nakol'ko 0f; U pre fiu ,prili§ malé”,

(b) ked x? < n — k fitovanie pokladame za velmi dobré, mdZeme sa domnievat, Ze 0; su pre danu
modelovt funkciu ,, dostato¢ne velké”.

Vztah mdZeme previest’ na vhodnejsi tvar, ked' zavedieme redukovanii hodnotu x* (alebo x? na
stuperi volnosti), pre ktoru plati

2

~2_ X

KedZe podla ocakdvame hodnotu n — k, ma byt splnena rovnost’
xX*=1 (47)

Nase predchadzajtice kritéria (a) a (b) teda mdZeme vyslovit'v takomto zneni : ked' ziskame pre X2
hodnotu rovnt radovo jednotke alebo menej ako jedna, potom nemame dévod pochybovat’ o nasom
je spravny.

Na rozdiel od predchadzajiceho pristupu modZzeme pouZit’ x? $tatistiku s prihliadnutim na $ta-
tistické vlastnosti dat, ktoré budeme aproximovat’ danou krinou@V kratkosti uvedieme zakladné
myslienky tohoto pristupu.

Ako sme to uz spomenuli v itvode tejto Casti, predpokladame, Ze chyba meranej premennej f je
nahodna veli¢ina z normélneho rozdelenia stiboru. Za tohto predpokladu sti aj jednotlivé ¢; nezévislé
s normalnym rozdelenim, s nulovou strednou hodnotou a disperziou ¢?. Potom sa suma §tvorcov
zapisana v tvare riadi distribuénym zékonom znamym pod menom x? rozdelenie (rozdelenie
chi na druht) s m stupiiom volnosti. Pod stupiiom volnosti rozumieme pocet nameranych bodov n
zniZzeny o pocet parametrov k (volnych koeficientov): m = n — kﬁ

Integral typu

P(x*zxd) = 7 fn(x) dx, (48)
X6

42 Ako priklad ndm moZe poslazit' meranie elektrického vykonu na rezistore. Prad I prechadzajuci rezistorom sa riadi
norméalnym rozdelenim, ale vykon P sa nemodZe riadit’ normalnym rozdelenim pretoZe normalne rozdelenie pripusta vyskyt
akejkolvek realnej (teda aj zapornej) hodnoty nahodnej premennej. Vykon elektrického priadu musi mat’ také rozdelenie,
v ktorom plati f(x) = 0 pre x < 0.V tomto pripade ide o rozdelenie odvodené z rozdelenia x?. Takéto rozdelenie ma veli¢ina,
ktoréa je sti¢tom 1 kvadratov nezavislych premennych so standardnym normélnym rozdelenim.

#3Ked' sa chyby meranych hodnét f; neriadia normalnym rozdelenim, tloha sa stava este zloZitejsou. Na jej riefenie sa
pouZziva metéda, ktora sa vola Metéda najviicsej hodnovernosti.



Numerické metédy spracovania merani 135

alebo jednoducho P(x?), kde f(x* = x) je hustota rozdelenia pravdepodobnosti pre rozne stupne
volnosti, dovoluje vypotitat’ kritické x7 pre troveii P(x> = x3). Tieto hodnoty st ¢asto vo forme tabu-
liek sticastou priruciek a u¢ebnic Statistiky, alebo st dostupné ako sticast’ Statistického softvéru, napr.
program R. Na objasnenie uvedieme priklad, ako pouZit’ tabulku P(x?). Predpokladdme, Ze médme st-
bor 20 merani. Experimentalne data zamyslame interpretovat’ linedrnou zavislostou y = a + bx, pre
ktoru vycislime parametre 4 a b. V tomto pripade sa pocet stuptiov volnosti rovna m =20 — 2 =18.
Dalej predpokladajme, Ze vypoctom podla vztahu sme ziskali hodnotu x? = 9. Z tabulky
pre P(x?) zistime, Ze pri m =18 stupiioch volnosti je pravdepodobnost’ ziskat’ x> = 9 rovna ~ 95 %.
Odchylka nameranych tdajov od ocakdvanej linearnej zavislosti je v tomto pripade nepodstatna.
Keby sme ziskali vysledok x? =28, z tabulky zistime, Ze takiito a va&siu hodnotu mdZeme ocakavat’
v asi 5 % pripadov. Model linedrnej zavislosti nemusime zamietnut, ale méZeme o fiom pochybovat’
Prirodzene za takychto okolnosti zopakujeme experiment, aby sme ziskali nové data alebo pou-
Zijeme int modelovt funkciu. V pripade, ked' je x> = 42 (pravdepodobnost’ ~ 0,1 %) potvrdi sa,
Ze preverovana hypotéza je isto nespravna (dané body nemoéZeme aproximovat’ linedrnou zavislos-
tou). Na podrobnejsie oboznamenie sa s danou problematikou odporacame Citatelovi Specializovanu
literatiru, napr. (PRESS ET AL.,|1992; RIECANOVA A KOL.,[1987;|ZVARA A STEPAN, [2001).

Tabulka 2: Niektoré kritické hodnoty rozdelenia x2. Uvedené st hodnoty pravdepodobnosti P pre x? = x3 pri m stupioch

volnosti
P

m 0,99 0,98 0,95 0,9 0,05 0,001

4 0,3 04 0,7 1,1 9,5 18,5

5 0,6 0,8 11 1,6 111 20,5

6 0,9 11 1,6 2,2 12,6 22,5

7 1,2 1,6 2,2 2,8 14,1 24,3

8 1,6 2,0 2,7 3,5 15,5 26,1

9 2,1 2,5 3,3 4,2 16,9 27,9
10 2,6 31 3,9 4,9 18,3 29,6
11 3,1 3,6 4,6 5,6 19,7 31,3
12 3,6 4,2 52 6,3 21,0 32,9
13 4,1 4,8 59 7,0 22,4 34,5
14 4,7 54 6,6 78 23,7 36,1
15 52 6,0 7,3 8,5 25,0 37,7
16 5,8 6,6 8,0 9,3 26,3 39,2
17 6,4 7,3 8,7 10,1 27,6 40,8
18 7,0 79 94 10,9 28,9 42,3
19 7,6 8,6 10,1 11,6 30,1 43,8

pokracovanie tabulky na dalSej strane
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(pokracovanie tabulky z predoslej strany)
p

m 0,99 0,98 0,95 0,9 0,05 0,001
20 83 9,2 10,8 12,4 31,4 45,3
21 8,9 9,9 11,6 13,2 32,7 46,8
22 9,5 10,6 12,3 14,0 33,9 48,3
23 10,2 11,3 13,1 14,8 35,2 49,7
24 10,9 12,0 13,8 15,7 36,4 51,2

5.2.5 Interpolacia a extrapolacia
Interpolécia

Meranim ur¢ime koneény pocet hodnot xq, xp, ... ,x, a im prislachajice f(x1), f(x2), ..., f(xn).
Predpokladajme, Ze x1 < x2 < ... < x,. Casto nas zaujima hodnota veli¢iny f pre argument x, ktory
sa nezhoduje so Ziadnou z nameranych hodnét a lezi v intervale x; < x < x,. Hodnotu funkcie
f pre argument x odhadneme interpolaciou. Z formélneho hladiska experiment poskytuje infor-
maécie iba o hodnotach funkcie v kone¢nom pocte bodov a o hodnote funkcie v bode x, kde sme
meranie nevykonali, nemdZeme tvrdit’ ni¢, ak nemame nejaké dalsie informéacie. Tym, Ze cez body
(x1, f1), (x2,f2), ..., (xn, fu) ,prelozime krivku”, nahradime kone¢né postupnosti (spojitou) funk-
ciou. Cez namerané body moze prechadzat’ velmi vela roznych funkcii. Ak z teérie pozndme funkciu,
ktora mé prechadzat’ cez namerané body, postupujeme podla predchadzajtcej kapitoly. V opatnom
pripade mozeme funként zavislost’ medzi meranymi bodmi nahradit’ jednoduchymi funkciami, naj-
CastejSie linearnou, kvadratickou, zriedkavejsie polynémom vyssieho stupiia. Hovorime o linearnej,
kvadratickej alebo polynomiélnej interpoldcii. Pri linedrnej interpolécii dostaneme ,lomend” spojitt
funkciu, ktora vsak nemd derivacie prave v meranych bodoch. Pri kvadratickej interpolacii moéZeme
dostat’ , hlad$iu” krivku, pri kubickej interpolacii a po ¢astiach kubickej interpolacii (napr. kubické
splajny) mozeme dosiahnut’ spojitost’ derivécie atd'. Je zrejmé, Ze ¢im hustejsie budt body namerané,
tym menej sa budd lisit’ hodnoty ziskané interpolaciou ré6znymi funkciami.

Naznac¢ime postup pri interpolécii polynémom. Predpokladajme, Ze cez k 4+ 1 nameranych bodov
prechadza polyném k-teho stupiia, t. j., Ze plati

k .
flx)=Y aixl, i =12 ... k+1 (49)
=0

Dosadenim znamych hodnét x; a f; dostavame k 4 1 linedrnych rovnic pre k + 1 neznamych ag, a4, . ..
... ,ax. VyrieSenim ststavy tychto rovnic dostaneme koeficienty ay, ... , 2y a m6Zeme vypocitat” hod-
notu funkcie f(x) v lubovolnom bode, ktory lezi mimo bodov x1, ..., xki1

k
fx) =Y a;x', x€(x1,x),
=0

pre k = 1 dostavame linearnu interpoléciu, pre k = 2 kvadraticku, atd. Samozrejme, na vypocet
koeficientov ag, a1, ..., a; vyberieme tie experimentalne body, ktoré lezia v najblizSom okoli bodu x.

.....
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Na prvy pohlad by sa zdalo, Ze zvySovanim stuptia polynému k sa zvySuje aj presnost’ interpolacie.
V skutocnosti merané veli¢iny x; a f(x;) su zataZené neistotami, ktoré sa zvyraziiuju pri vypocte
vysokych mocnin hodnot x; v (#9). Z tohto dovodu sa vo vacsine pripadov uspokojime s interpoléciou
nizkeho radu.

Pozndmka:

Ked hodnoty f(x1), f(x2), f(x3),...f(xn) boli ziskané experimentilne a sii zataZené urcitymi nezaned-
batel'nymi chybami, nie je spravidla vhodné metédu interpolicie aplikovat’. Je dokizané, Ze za predpokladu
normdlneho rozdelenia chyb merani s nulovou strednou hodnotou v kaZdom uzlovom bode najhodnovernej-
Sie vysledky dosiahneme metédou najmensich Stvorcov. Uvedené predpoklady sii zvycajne pri fyzikilnych
alebo technickijch experimentoch splnené, preto je metéda najmensich stvorcov najpouZivanejSou metédou

aproximdcie (vyhladenia Sumu) experimentilne ziskanijch dat.

Interpoldcia nameranych dat splajn—funkciou[ﬂ

Interpolacia patri k beznym operaciam pri spracovani nameranych tdajov, dovoli urcit’ pribliznt
hodnotu medzi dvoma susednymi bodmi nameranej zavislosti. Neprirodzeny priebeh mé takato
interpola¢na funkcia v okoli nameranych bodov, v ktorych vytvara zdéanlivé lokalne extrémy. Na
ruc¢né vykreslenie zavislosti sa z tohto dovodu pouziva krivitko alebo prekladanie bodov navizujiicimi
kruznicami.

Meté6da bola nazvané podla pruzného pravitka — splajn — pouzivaného na vytvérenie zaoblenych
(hladkych) tvarov lodi. Interpolécia splajn—funkciou, najcastejsie polynémom tretieho stuptia, ma rad
vyhod v porovnani s klasickou interpolaciou polynémom prechadzajacim vsetkymi nameranymi
bodmi (najmi nizsia krivost’ vzhladom k mensiemu radu polynému, pri pouziti kubického splajnu
je vysledok blizky praktickej interpolacii pomocou pruzného pravitka).

Namerané hodnoty

2y P fufareees fu (50)

Y}/" ] \"My; \ pre hodnoty nezavislej premennej
569 X1,X2,...,Xn (51)
chceme preloZit’ (opisat) optimalnou in-

X F2 X, X %o X

(xj,xj_1) kubickej paraboly. Predpokladajme, Ze x; < x < ...xj1 < X; < ...X; a ozname

terpola¢nou krivkou na kazdom tseku

hj = xj — xj_1, pri¢om hladame stibor polynémov tretieho stuptia, ktoré v intervale (x;_y, ;) in-
terpolujii funkéné hodnoty a v hrani¢nych bodoch na seba navizuju tak, Ze vytvaraja hladkd krivku
(¢iaru). Néjdeny stibor polynémov nazyvame splajn, pri pouziti polynémov tretieho stupiia kubicky
splajn, ktory ma pre praktické vyhodnocovanie merani najvac¢si vyznam. Podmienkou hladkosti
krivky v hrani¢nych bodoch je spojitost, vratane spojitosti derivécii az do N — 1 radu (N je stupen
polynému), ¢ize pre kubicky splajn je potrebné zaistit’ spojitost” aj pre druht derivaciu. V intervale
(xj_1,xj) mdZeme interpolatny polyném zapisat’ v tvare

S](x> =ap+ap (x - x]'_1) + Clz(x — x]-_l)z + a3(x — Xj_1)3 (52)

#Problém s hodnotami vypocitanymi na zéklade linearnej interpolécie je, Ze prvé derivécia linearne interpolovanej funkcie
nie je spojita. Pri rieSeni tlohy, kde zaleZi na tom, aby sme z interpolovanych hodnot dostali funkciu so spojitou prvou
derivaciou, musime pouZit, napr. splajnové metédy vyhladzovania.
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pre j = 2,3,...n. Koeficienty takého polynému v intervale (x1, x;,)
ag, a1, ..., 0, (53)
sa daju jednoznacne urcit’ zo ststavy linearnych algebraickych rovnic

aox;\] + ale\’_l ot ap1x+ag = f (54)

prej = 0,1,2,...,n. Determinat ststavy je Wandermondov determinant, o ktorom je zndme, Ze je
nenulovy pre navzijom rozne uzly (51). Ststava mé teda prave jedno rieenie (53).

Extrapolacia

Ak z meraného priebehu funkcie odhadujeme hodnotu f(x) v bode x, ktory lezi mimo intervalu
nameranych hodnot, hovorime o extrapoldcii. Pri extrapolacii moéZeme pouzit’ numerické metédy ako
priinterpoldcii. Treba vS8ak mat’ vZdy na zreteli, Ze pri extrapolacii musime byt’ omnoho opatrnejsi ako
pri interpoldcii, hlavne ak x je daleko od meraného intervalu. Pokial je moZné, snaZime sa nahradit’
extrapoldciu interpolaciou, t. j. meranim obsiahnut’ ¢o najvacsi interval hodnét x;. Mimo meraného
intervalu mézu mat’ podstatny vplyv nové fyzikalne javy, ktoré sa neprejavia v meranom intervale.
Napr. pri merani teplotnej z4vislosti elektrického odporu vodica v intervale tepldt od 10 °C do 40 °C
namerame linedrnu zavislost’ a extrapolujeme ju do 100 °C, pricom dodatoénym meranim zistime,
Ze vodic¢ sa roztopil pri teplote 80 °C, takze extrapolacia nad 80 °C je nepripustna.

Numerické metédy uvedené v tejto Casti si zakladnymi metédami, ktoré si kazdy experimentétor,
skor ¢i neskor bude niiteny osvojit’ a zacat’ pouzivat. S rozvojom vypoctovej techniky, programova-
cich metéd a aplika¢ného softvéru sa rychlo rozsirili do mnohych oblasti prirodnych vied a techniky.
V nasledujucich dvoch kapitolach ¢itatelovi predstavime dva programy, ktoré umozituja lahké a fle-
xibilné pouzivanie uvedenych metéd na numerické spracovnie experimentalnych dat a vysledky
ulozit’ do kvalitného grafického vystupu v elektronickej alebo tlacenej podobe.
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5.3 Program QtiPlot

QtiPlot je vykonny programovy balik, ktory poskytuje ako jednoduché tak aj velmi zloZité nastroje
na analyzu dat a na kreslenie grafov. V tejto u¢ebnej pomdcke sa budeme venovat’ opisu verzie
QtiPlot 0.8.5 v prostredi OS GNU/Linux distribticie UBUNTU 6.06. Domovska internetova stranka
programu je na URL adresehttp://soft.proindependent.com/qtiplot.html/odkial sa da program
stiahnut’ Na pracu v QtiPlote existujt dva druhy okien (pracovnych prostredi):

e tabulkové

o a grafické.
Tabulkové okno zobrazuje data potrebné na tvorbu grafu. V grafickom okne je vyobrazeny graf. Podla
toho, ktoré z okien je aktivne, tabulkové alebo grafické, meni sa obsah hlavnej ponuky. V tejto kapitole
opiseme obe hlavné ponuky a bude uvedeny jednoduchy priklad na tvorbu grafu. Vzhladom na
rozsah moznosti, ktoré poskytuje QtiPlot, budeme sa venovat’ len tym funkcidm a ponukam QtiPlotu,
ktoré st potrebné na numerické spracovanie experimentalnych dat a ich graficki prezentaciu.

5.3.1 Ovlddacie moznosti programu QtiPlot

Otvorenie QtiPlotu sa da uskutoc¢nit” troma spdsobmi:

e kliknutie na ikonu QtiPlot na pracovnej ploche,

e Menu — Skola hrou — Mathematics — kliknutie na QtiPlot,

o z prikazového riadka X terminalu prikazom gtiplot.

Pri prvom ¢&itani tejto kapitoly moze &itatel, ktory sa chee rychlo oboznamit’ s pouZivanim pro-
gramu, ¢ast’5.3.T| preskotit’ a pokracovat’ v &itani Castou[5.3.2na strane [144

Na obrazovke sa zobrazi tabulkové okno s prislusnymi ponukami a ovladacimi prvkami (obra-
zok(I). Zatvorenie QtiPlotu sa vykona cez zalozku File a potom Quit alebo stladenim klavesov Ctrl + Q
(pripadne Alt + F4).

Obrazok 1: Tabulkové okno programu QtiPlot


http://soft.proindependent.com/qtiplot.html

140 L. Sevéovi¢

Menu tabulkového okna

Po vyvolani QtiPlotu sa na obrazovke zobrazi okno s menom projektu UNTITLED (obrazok|I).
Ako to vidiet’ na obrazku, ide o tabulkové okno. Hlavné menu obsahuje tieto polozky:

File Edit View Plot Analysis Tools Window Help
V dalsom stru¢ne opiSeme tie polozky, ktoré sti potrebné na zdkladné zoznamenie sa s moZnostami

QtiPlotu.

File

Edit

New
Open

Recent Projects
Open image file
Import image . ..
Save Project
Save Project as

Open Template

Save as Template
Print

Print All Plots
Export ASCII
Import ASCII
Quit

Undo

Redo

Cut selection
Copy selection
Paste selection

Delete selection

Delete fit tables

Clear log information

vytvorenie nového projektu

otvorenie stiboru s priponou .qti,

editacia uz vytvoreného projektu

zoznam piatich naposledy otvorenych
projektov

importovanie obrazku (jpg, bmp, gif, png a iné)
do QtiPlot projektu

importovanie obrazkového stiboru a konver-
tovanie intenzity obr. do maticovej tabulky
uloZenie dokumentu pod pé6vodnym menom
uloZenie dokumentu pod novym menom
otvorenie uloZenej Sablény 2D grafu, 3D grafu,
tabulky a matice

uloZenie $ablény aktualneho objektu
vytlacenie aktivneho grafu

vytlacenie vSetkych grafov projektu
exportovanie ASCII datového stiboru z tabulky
importovanie stiboru ASCII s priponou .dat
ukonéenie prace s programom QtiPlot

zrudi posledny vykonany krok

vrati posledny vykonany krok

vybratie vyznacenej oblasti

skopirovanie vyznacenej oblasti

vloZenie skopirovanej oblasti

zmazanie vyznacenej asti dat (aj celého stip-
ca, ak je vyznaceny)

vymazanie obsahu tabulky s hodnotami na
vykreslenie fitovanej funkcie, zmizne aj graf
vytvoreny z tychto dat

vymazanie obsahu log stiboru s informéaciami
o vysledkoch fitovania
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Plot

Analysis

Table

Line

Scatter

Line + Symbol
Special Line/Symbol
Columns

Rows

Area

Pie

Vectors XYXY

Vectors XYAM

Statistical Graphs
Panel
Plot 3D

Statistics on Columns
Statistics on Rows
Sort Columns

Sort Table

Normalize

FFT ...

Correlate

Convolute

Deconvolute

Non-linear Curve Fit

Set columns as
Column Option ...

pospéjanie bodov do jednej lomenej iary
bodovy graf

¢iarovy graf s vyznacenymi bodmi

zvislé ¢iary alebo ,,schodiky”, splajnové ¢iara
stlpcovy graf, zvislé stipce

stipcovy graf, ale stfpce st vodorovné

graf s vyfarbenou plochou pod ¢iarou grafu
kolacovy graf

vytvorenie vektorového grafu,

prvé dva stlpce musia obsahovat” hodnoty
zadiato¢nych stiradnic vektora a posledné dva
koncové stiradnice vektora

vytvorenie vektorového grafu,

prvé dva stlpce musia obsahovat’ hodnoty
zaliato¢nych stiradnic vektora a posledné dva
uhol (v radidnoch) a amplitiidu vektora
Statistické grafy

viac grafov v jednom okne

trojdimenziondlne grafy

Statistické vyhodnotenie dat v stipci
Statistické vyhodnotenie dat v riadku
usporiadanie dat v stfpci

usporiadanie dét v celej tabulke
normalizovanie dat v stlpci alebo vo vietkych
stipcoch tabulky

analyza dat v tabulke rychlou Fourierovou
transformaciou

vypocet korelacie dat dvoch vybranych
stipcov tabulky

vypocet konvolicie dat z dvoch vybranych
stipcov tabul’ky, prvy reprezentuje signal

a druhy funkciu

vypocet dekonvolicie dat z dvoch vybranych
stipcov tabulky, prvy reprezentuje signal

a druhy funkciu

nelinedrna aproximacia dat vybraného stlpca
tabulky (nesmu tvorit’ priamu imernost’)

nastavenie dat v stfpci (X,Y, Z, nenastavené)
nastavenie vlastnosti stipca (pocet riadkov,



142

L. Sevéovié

Set Column Value ...
Fill Column with

Add column
Columns ...

Rows ...

Convet to matrix

typ dat, formaét ¢isiel a pod.)

matematické operécie s datami v stipci
vyplnenie stlpca tabul'ky vzostupnymi

alebo nahodnymi ¢islami

pridanie nového stipca do tabul’ky

pridanie stlpcov do tabulky,

nastavenie po¢tu stlpcov v tabulke

pridanie riadkov do tabulky,

nastavenie poctu riadkov v tabulke
konverzia déat v tabulke do maticového tvaru

Po konverzii tabulky do maticového tvaru v hlavnom menu pribudnu polozky 3D a Matrix. V polozke

Matrix najdeme prikazy na vytvorenie transponovanej a inverznej matice, vypocet determinantu

Stvorcovej matice, ipravu dat vo vytvorenej maticovej tabulke a konverziu maticovej tabulky na

XY tabulku.

Menu grafického okna

Po vykresleni grafu z tabulkovych dét sa zmeni hlavné menu a namiesto poloZiek Plot a Table budu

Graph a Format a pribudne este polozka Data (obrazok[2).

Qtiplot - /home/laco/kega/ati/boxbod.att

NIST/StRD/NLS Page/BoxBOD Dataset

4 6
X Axis (arb. units)

[Elaraphi Plot  Normal 0.0 k& 10.09.2006 14:05:02
@table1. Table Normal 0.0 k8 10.05.2006 14:04:18

Obrazok 2: Grafické okno programu QtiPlot

V dalgej Casti uvedieme ponuky, ktoré budeme potrebovat’ na vytvorenie grafu a numericka

analyzu dat.

Graph

Add/Remove Curve ...
Add Error Bars

pridanie/odobratie krivky do/z grafu
zobrazenie chyby nameranych dat iseckami
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Data

Analysis

Add Function ...
New Legend
Add Text

Draw Arrow/Line
Add time stamp
Add Image

Add Layer
Remove Layer

Arrange Layers

Disable tools
Zoom

Rescale to show all
Data reader

Select data range

Screen reader

Move data Points ...

Remove Bad Data Points ...

Translate

Differentiate
Integrate
Smooth

FFT filter

Interpolate . ..

FFT ...

Fit Linear

Fit Polynomial ...

Fit Exponential Decay

pridanie uZivatelom definovanej funkcie
pridanie legendy (obnovenie vymazanej)
pridanie I'ubovolného textu (po kliknuti na
graf sa otvori okno na editovanie textu)
pridanie $ipky alebo tisecky so sipkou
pridanie datumu a ¢asu

pridanie obréazka (jpg, bmp, gif, png a iné)
pridanie nového grafu do grafického okna
odobratie grafu z grafického okna

tprava grafov (pismo, tituly, popis osi, . . .)

zapnutie vSeobecného kurzora
zapnutie lupy

prekreslenie grafu do celého okna
kliknutim na bod sa otvori okno

Data display a zobrazia sa stiradnice
umoZzni kurzorom mysi alebo Sipkami
klavesnice vybrat’ urcity rozsah dat
¢ita¢ suradnic, otvori okno Data display
a nacita stradnice hociktorej pozicie

v okne grafu

umozni premiestnenie bodov grafu,
zmeny sa prejavia aj v tabulke
umozni odstranenie bodov z grafu,
y-ové hodnoty bodov sa vymaza

z tabulky

prekladanie dat vo vodorovnom

a zvislom smere

vypocet prvej derivacie z dat
numericky vypocet integralu
,vyhladenie” krivky metédou FFT filtra,
metédou pohyblivého priemeru

a Savitzkého-Golayovou metédou
rozne filtre (dolno a hornopriepustny,
pasmovy priepustny a blokovy)
interpolacia dat (linedrna, kubicka

a Akimova)

inverzna a dopredna FFT

linedrna regresia

polynomicka regresia do 9. stupnia

regresia exponencialnou tlmenou krivkou
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Fit Exponential Growth ...  regresia exponencidlnou rastovou krivkou
Fit Boltzmann (Sigmoidal)  regresia Boltzmannovou funkciou

Fit Gaussian regresia Gaussovou funkciou

Fit Lorentzian regresia Lorentzovou funkciou

Fit Multi-peak regresia na vyznacené maxima

Gaussovou alebo Lorentzovou funkciou
Non-linear Curve Fit ... nelinedrna regresia Nelderovou-
-Meadovou simplexovou
a Levenbergovou-Marquardtovou
metddou, k dispozicii st zakladné
matematické funkcie, sedem vsta-
vanych funkcif a je tu aj moznost’
definovat’ vlastné funkcie

Format

Plot ... otvori sa okno so zdlozkami s moznostami editovat’
rozsah, popis a forméat osi, format mriezky a vSeobecné
vlastnosti grafu

Curves ... otvori sa okno na editovanie grafickych vlastnosti krivky
Scales ...  nastavenie rozsahu osi

Axes ... editovanie formatu osi

Grid ... editovanie formatu mriezky grafu

Title . .. editovanie nazvu grafu

5.3.2 Priklady pouzitia programu
Zadavanie a import dat do tabulky

Zadanie vlastnych dét priamo do tabulky

Vo fyzikalnych, chemickych a inych laboratériach ziskavame namerané hodnoty, ktoré potrebujeme
vyhodnotit’ napr. Statistickymi metdédami, vykonat’ regresnti analyzu ré6znymi funkciami a vysledky
chceme znazornit’ ako ¢iary v grafoch. Prave na grafické zobrazenie merani a ich vyhodnotenie
s vyhodou mézZeme pouzit’ QtiPlot.

Graf vo v8eobecnosti chapeme ako grafické zobrazenie funkcie y = f(x), pri¢om x je nezévisle
a y zéavisle premennd veli¢ina. V tabulkovom okne (obrazok [1) vkladame do stlpca 1[X] nezévisle
premennt a do stlpca 2[Y] a dalsich stlpcov 3[Y], 4[Y] atd" zavisle premenné. Pocet premennych
definujeme podla nasich poZiadaviek, v pripade potreby vytvarame dalsie stlpce prikazom Table
— Add column alebo pravym klikom my3i v hlavi¢ke tabulky vyberieme z kontextového menu Add

column.

Importovanie datoveho stiboru boxbod.dat

V tvode sme spomenuli, Ze funkcionalitu programu sme sktsali ddtami z internetovej stranky
Narodného institatu Standardov a technoldgii Spojenych statov americkych (NIST,[2006). Stiahli sme si
data z kolekcie pre nelinearnu regresiu s ndzvom BoxBO ktoré sti zaradené do kategoérie s vysokou

# http://www.itl.nist.gov/div898/strd/nls/nls_main.shtml
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néro¢nostou na spracovanie. Tabul'ka bola uloZena do détového suboru s nazvom boxbod . dat. Tento
stbor teraz importujeme, postupnym vyvolanim nasledovnych pontik File — Import ASCII — Set
import option, nastavime format importovanych dat a potom vykoname import dat do tabulky, napr.
z nastrojovej listy kliknutim na ikonu

15
ER

Vyhladdme stibor boxbod . dat, po volbe sa tidaje prenesti do tabulky, pozri obrazok 3|

i tablel s tablel
1[X] Y] Time[X] 2[Y]

1 1 109 1 1.00 109
2 2 149 2 2.00 149
3 3 149 3 3.00 149
4 5 191 4 5.00 191
5 7 213 5 7.00 213
6 10 224 6 10.00 224

Obrézok 3: Tabulkové okno s importovanymi datami Obrazok 4: Tabulkové okno s importovanymi datami,

premenovanym prvym stfpcom a zmenou
formétu dat

V pripade potreby moZzeme premenovat’ nazvy stlpcov tabulky. Klikneme 2x na poli¢ko 1[X],
otvori sa okno s nazvom Column option, v ktorom moZzeme zmenit’ ndzov stlpca, pocet desatinnych
miest ¢iselnej hodnoty premennej v stipci, $irku stlpca, ndzov premennej a iné parametre (obrézok.
Vysledok upravy vidime na obrazku 4

QtiPlot - Column options B2 foed B3 graphl M [m] B3
Column MName: | oK Title

[J Enumerate all te the right Apply 240 ———T LI B LI T 7

F| » table1_2 .
= ance o btz

=] o] ]
— Options o . -
Plot Designation: X (abscissae) - 200 -
Display Murmeric - o L * ]
P E— £ 1801 .
Format: Decimal: 1000 - = L i
— w [ ]
Precision: 2 < = F 7
< 160 ]
[ Apply to all celumns to the right > L - . ]
140 J
Column Width: | 100 5 O Apply te all C ]
Comment: 120 F .
0,0/6 Foe .

100 T T T I T N N B T I T T
0 2 4 6 8 10

X Axis Title

Obrazok 5: Moznosti formatovania tabulkového okna Obrazok 6: Zobrazenie dat tabulky z obrézkuE|

Vytvorenie a Gprava grafu

Kliknutim do hlavi¢ky tabulky a tahom mysi (alebo stladenim klavesu Shift a su¢asnym pohybom
klavesovych $ipok) vyznacime stipce zavisle a nezavisle premennej a z hlavného menu zvolime Plot
— Scatter. Vykreslia sa body do grafu s ndzvom graph 1 (obrazok|6).

Graf by sme mohli nazvat’ ,surovym”. V tomto grafe je zobrazena legenda a v lavom hornom
rohu grafického okna je okienko|[1]. Pokial by sme nevyznacili v datovej tabulke nezévisle premennt,
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dvojklikom na toto okienko sa otvori dial6gové okno Add/Remove curves, v ktorom je ponuka presu-
nutia idajov z okienka Available data do okienka Graph contents a potom kliknutim na polozku Plot
Association ... si mo6Zeme vybrat’ nezavisle aj zavisle premennt, ktoré chceme zobrazit’ v grafe.

Pomenovanie osi vykondme dvojklikom na jednotlivé osi grafu alebo z hlavného menu zvolime
Format — Plot ... — Axis a prevedieme poZadované tpravy. Dvojklikom do rdmceka s legendou
v lavom hornom rohu grafu sa otvori okno na editovanie legendy. Ak je to potrebné urobime tpravy,
zmeny sa prejavia klikom na polozku Apply. Ukoncenie editacie potvrdime klikom na polozku OK
alebo Cancel. ,,Surovy” graf ma nazov Title, jeho premenovanie méZeme urobit’ dvojklikom mys$i na
tento nazov alebo z hlavného menu zvolime Format — Title ..., otvori sa okno na editovanie textu,
napiSeme novy ndzov a premenovanie potvrdime klikom na poloZku Apply, pricom samozrejme
moZeme pouZit’ aj pismo s diakritikou, grécke pismend, symboly a pod., pozri obrazok [11} Editaciu
nazvu ukon¢ime klikom na polozku OK alebo Cancel. Podobnym postupom zmenime aj ndzvy osi.

Dvojklikom na I'ubovolny bod grafu moZeme zmenit’ tvar, farbu a velkost’ symbolov na vykres-
lenie dat. V pripade, Ze v grafe mame hustu siet’ kriviek aj s datami, odportca sa toto editovanie
vykonat’ z hlavného menu Format — Curves ... Opisané tpravy vidime na obrazku [/}

&8 graph2 10

NIST/StRD/NLS Page/BoxBOD Dataset
240 — v T T ‘T T T T T Tt T T Tt T T 1
| = Data NIST/BoxBOD |

220

200

180

160

Amplitude (arb. u.)

140

120

L AL e B s s B B s s B Bt B B B
v b by by by by 1™

100 L [T T RS

o
no
iy
(2]
[e<]
=

Time (s)

Obrazok 7: Upraveny graf z obrézkuH

Nelinedrna regresia pre stibor boxbod.dat
Aproximujme déta zndzornené v grafe na obrazku [/]exponencialnou zavislostou v tvare

vy =a[l —exp(—bx)],
ktora je podla (NIST, 2006) modelovou funkciou pre tieto data. V hlavnom menu klikneme na po-
lozku Analysis — Non-linear Curve Fit ... a vyberieme ponuku User defined. Do avého dolného okna
zapiSeme aproximacénu rovnicu a* (1-exp(-b#*x)), do okienka Name vpiSeme nazov funkcie, napr.
boxbod, do okienka Parameters vpiSeme symboly a, b fitovanych parametrov oddelenych ¢iarkou

a medzerou, potom kliknutim na polozku Save vytvorent funkciu uloZime (objavi sa v zozname
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QtiPlot - Non-inear curve fit

QtiPlot - Nondinear curve fit

Function Expresion

curve [tables_2 =
P CE
line Function oxbod(x, a, b)
a+(1-exp(-b*x))
Parameter  Value Constant
1 a 1000]
Initial guesses | 2 © [ ___orp

& Fit with selected user function

Name I Algorithm [ Scaled Levenberg-Marquardt -
Parameters | Remove Color [red B

Fromx= |1 Iterations 1000 S
‘<< Edit fun:tmnl |Qe\ete Fit Curves ‘ | Eit | ‘ Cancel ‘

Plugins

Obrazok 8: Prvé okno na definovanie pozadaviek fito- Obrazok 9: Druhé okno na definovanie pozadaviek fito-
vania pre data BoxBOD vania pre data BoxBOD

Function), pozri obrazok|[8] Klikom mysi na prvok zoznamu z okna Category sa zobrazi v okne Func-
tion zoznam funkcii z danej kategorie (vybrané polozky sa podfarbia modrou farbou). Vyberieme
si samozrejme td nasu boxbod. V priprave na fitovanie pokracujeme zaskrtnutim policka Fit with
selected user function a potom kliknutim na polozku Fit >>. Otvori sa ndm okno, v ktorom nastavime
Startovacie hodnoty Initial guesses, vyberieme algoritmus fitovania, rozsah nezavisle premennej, ma-
ximalny pocet iterdcii a toleranciu na ukoncenie procesu (obrézok [9). Kliknutim na polozku Fit sa
odstartuje fitovanie a po jeho ukonéeni sa na pracovnej ploche objavi tabulka Result Log s vysledkami,
pri¢om sa v grafe zobrazi regresna krivka (obrazok[I0).

@& QtiPlot - /homeflaco/kega/qti/boxbad_priruc. gt ===
File Edit View Graph Data Analysis Format Windows Help
BRWwA &6 = s rm@b| Ll kIng ghfdeds-Da0 T 0@
ey T L Ty rrry] 2 QtiPlot - Non-linear curve fit i) el
[ 16.09.2006 00:08:27 Fitl:
Non-linear fit of table3_2, using function boxbod(x, a, b)=a*(1-exp(-b%x)) Curve [tables_2 d
Scaled Levenberg-Marquardt algorithm with tolerance = 0.0001 VR boxbod(x, a, b)
From x=1to x=10
b4l a=213.811069200896 +/- 0.723006 a*(1-exp(-b*x))
I 8222427426 +/- 0.00611864
Parameter Value Constant
Iterations = 7 1 a 213.811069200896 (]
Status = success 2 b [ os47218220427026]0
NIST/StRD)
Time[X]  2[Y] 2400
1.00 109 E Initial guesses
2.00 149 220
3.00 149 E
5.00 191 200
7.00 213 ; b
10.00 . L
& 180F
2
£ 160F
£} [
£ r . .
240
< [ Algorithm [ Scaled Levenberg-Marquardt -
120 Color [red =
F .
toor From x= [1 tterations [1000 =
sol ) ) ) ) ) ) Tox= [10 Tolerance [12-4
[ 2
[ << it function | [ pelete Fit curves | [ Eit [ Cancel
I % boxbod_priruc Name | Type View Size  Created
FE Fitl Table Normal 0.0 kB 16.09.2006 00:08:27 Non-linear fit of table3 2
[EEEEPict  Normal 0.0 kB 15.09,2006 21:37:53
Ftable3 Table Normal 0.0 kB 15.09.2006 21:37:48 /home/laco/kegaigtiboxbod.dat

Obrazok 10: Hlasenie programu o ukonéeni a o vysledkoch fitovania
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Vysledky fitovania mozeme vlozit’ do pola grafu kopirovanim tabulky cez schranku, pricom
modzeme pouZzit’ postup na editovanie a vkladanie textu do plochy grafu Graph — Add text. Vysledok
vidime znazorneny na obrazkul1|a uvadzame tu aj tabulku vysledkov:

16.09.2006 00:08:27 Fitl:

Non-linear fit of table3_2,

using function boxbod(x, a, b)=ax(l-exp(-b*x))

Scaled Levenberg-Marquardt algorithm with tolerance = 0.0001
From x=1 to x=10

a=213.811069200896 +/- 0.723006

b=0.547218222427426 +/- 0.00611864

Chi~2/doF = 292.002

Iterations = 7
Status = success

EZ graph2 [ [m] B3
. .
VYSLEDOK NUMERICKEHO SPRACOVANIA
Zdroj dat: http://www.itl.nist.gov/div898/strd/nls/nls_main.shtml
oqoF T T T T T T O
r = Data NIST/BoxBOD T
L|— Fr12 Wl
220 [ M- ]
[ . ]
200 b
- L J
3 L J
2 [ ]
. 180 ]
s L J
= L J
= L J
1] 160 [ 16.09.2006 00:08:27 ]
-
=3 r w Fitl: J
£ r Non-linear fit of table3_2, using function boxbad(x, a, b)=a*(1-exp(-b*x))
E 140 L Scaled Levenberg-Marquardt algorithm with tolerance = 0.0001 7
£ L From x=1to x=10 d
< t 3=213.811069200896 +/- 0.723006 4
120+ b=0.547218222427426 +/- 0.00611864 —
[ chi~2/doF = 282,002 7
B0 b
r lterations = 7 B
i Status = success i
80 L [ [ L L0
0 2 4 6 8 10
Cas (s)

Obrazok 11: Nelinearna regresia dat BoxBOD exponencialnou funkciou

Vypis nas informuje o datume a case fitovania, Ze toto fitovanie udajov z tabulky table3_2
funkciou boxbod je prvé v tomto projekte, urobené nelinedrnou metédou pouzitim Levenbergovho-
-Marquardtovho algoritmu s toleranciou 0.0001. Dalej sa uvddza rozsah nezévisle premennej x,
fitované parametre a a b so tandardnymi neistotami, hodnota X2, pocet iteracii a napokon hlasenie,
Ze proces fitovania bol ukonceny tspesne.

Linedarna regresia funkciou y = ax
V krétkosti eSte opiSeme postup linedrnej regresie modelovou funkciou

y = ax,

ktort pouZzijeme na fitovanie dat Nolntl z kolekcie pre linedrnu regresiu uz spomenutého institatu
NIST (2006@ V polozke Analysis mame sice ponuku Fit Linear pre modelovou funkciou y = a + bx,

4% mttp://www.itl.nist.gov/div898/strd/11s/11s.shtml
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ale akosi jej chyba moZnost’ riesit’ pripad, ked parameter 2 = 0. PomodZeme si teda definovanim
vlastnej funkcie y = a*x, ktort nazveme line. Zopakujeme postup, ktory sme pouzili v predoslom
priklade nelinearnej regresie, vysledok vidime na obrézkocha Startovaciu hodnotu parametra a
nachame implicitnti a = 1 a taktieZ algoritmus fitovania ponechdme bez zmeny. Jediné ¢o zmenime
je zadiatocna hodnota nezévisle premennej, ktorti nastavime na hodnotu 0, aby sa graf zobrazil tak,
ako ten, ktory je na WWW stranke institatu NIST. Graficky vysledok nie je , osliiujtici”, trochu ho
upravime, aby bolo jasné, Ze zavislost’ ma rozsah v oboch smeroch osi od 0. Z hlavného menu
vyberieme polozku Format — Axes — Scale a zatneme s tipravami. Najprv zmenime x-ovy rozsah,
tpravu potvrdime klikom na Apply, postup zopakujeme pre y-ovy rozsah. Oc¢akavali sme, Ze iara
fitu bude predizena do zadiatku siradnicového systému, nestalo sa tak, pozri obrézok

QtiPlot - Non-linear curve fit

QtiPlot - Non-linear curve fit

Category Function Expresion

Curve table2_2 B
U ] [boxbod ™ =
Built-in Function line(x, a)
Basic ax
Plugins
Parameter | Value Constant
1 a 10

Initial guesses

X Fit with selected user function

Name I Algorithm [ Scaled Levenberg-Marquardt -
parameters ‘ Remove Color |-red -
From x= |0 Iterations |1000 =
l:l Tox= |70 Tolerance | 1e-4
‘<< Edit functiunl |ge\ete Fit Curves ‘ | Eit | ‘ Cancel ‘
Obrazok 12: Prvé okno na definovanie pozadaviek fito- ~ Obrazok 13: Druhé okno na definovanie pozadaviek fi-
vania pre data Nolntl tovania pre data Nolntl

File Edit View Graph Data Analysis Format Windows Help
D Bs cEEHE 58 26 [JB] 40 sme|Lt KIHE sRde+-D0 17 o>
i | X F Ry Y X X K|
B graphl
Title
c1 C2|
> [Y] 18.09.2006 16:27:38 Fitl:
140 - Th
Honinear ft o table1_C2. using funcion lnes,a1-atx .
berg-Marquardt algorithm with tolerance = 0.0001 s
J20 [ Fromesd to 70
100 [~ Chi~2/doF = 12.7273
2
F 801 status - success
> 60
wf
20f
oL v v v 1 v Lo b b b L
0 10 20 30 40 50 60 70
X Axis Title
Neme Type View Size Created Label
EFit2 Table Hidden 0.0 kB 04.10.2006 21:53:54 Non-linear fit of table1_C2
[Elgraphl Plot  Normal 0.0 kB 18.09.2008 16:25:54
[Fmtablel Table Normal 0.0 kB 18.09.2008 16:25:16 jhome/lacojkegalati/noint1_2.dat

Obrazok 14: Prvé okno na definovanie poZadaviek fitovania pre data Nolnt1

Programu na jej vykreslenie pravdepodobne chyba bod (0,0). Upravu mdzeme vykonat’ dvoma
spOsobmi:

1. Tabulku Fit2, ktor4 obsahuje data na zobrazenie fitovanej ¢iary doplnime bodom (0, 0) tak, Ze
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na jej zaciatok vlozime novy riadok s hodnotami x = 0 a y = 0. Klikneme na znac¢ku prvého
riadku tabulky, vyfarbi sa na modro, potom pravym klikom vyberieme z kontextového menu
Insert Row. Do vytvorenych prazdnych policok vloZzime nuly. Touto tipravou dosiahneme to,
Ze sa zobrazenie fitovanej Ciary v grafe za¢ne z bodu (0,0). Teraz uz modZeme nas obrazok
porovnat’ s obrdzkom, ktory je na WWW stranke institatu NIST, pozri obrdzok Vypis
vysledku fitovania:

18.09.2006 16:27:38 Fitl:

Non-linear fit of tablel_C2, using function line(x, a)=a*x
Scaled Levenberg-Marquardt algorithm with tolerance = 0.0001
From x=60 to x=70

a=2.07438016528688 +/- 0.00463316

Chi~2/doF = 12.7273

Iterations = 2
Status = success

Eile Edit View Graph Data Analysis Format Windows Help
DRRERWH S0 vk =6 (B¢ smeb|Lt kI B shfde+-90 1,00
N | LI YR YT T I

B graphl

C1[X]

2[Y]
1 0 0
2 60 124.462809917213
3 60.1010101010101 124.672343267242
4 60.2020202020202 124.881876617271
5 60.3030303030303  125.0914099673
6
7
8

Y Axis Title

60.4040404040404 125.300943317328
60.5050505050505 125.510476667357
60.6060606060606 125.720010017386,
9 60.7070707070707 125.929543367415
10  60.8080808080808 126.139076717444
11 60.9090909090909 126.348610067473
61.010101010101 126.558143417502
61.1111111111111 126.767676767531

X Axis Title

Qroint1_3 Name Type View Size Created Label
EmRFit2  Table Normal 0.0 kB 04.10.2006 21:53:54 Non-linear fit of table1_c2
E3graphi Plot  Normal 0.0 kB 18.09.2006 16:25:54
[Eitablel Table Normal 0.0 kB 18.09.2006 16:25:16 fhomelacofkegajtijnoint _2.dat

Project Explorer[H]

Obrazok 15: Druhé okno na definovanie pozadaviek fitovania pre data Nolnt1

2. Mozeme zopakovat’ postup z bodu 1 pre tabulku tablel s datami noint1.dat a urobit’ nové

fitovanie pre x od 0 do 70. Mohli by sme namietat,, Ze je to ,nasilné konanie” pridat’ do tabulky
body a tak ovplyvnit’ fitovanie. PriloZené vypisy vsak ukazujd, Ze v oboch pripadoch sti ziskané
parametre rovnaké. Vypis vysledku fitovania:

22.01.2006 01:51:44 Fit7:

Non-linear fit of tablel_2, using function: userl(x, a, b)=a*x
Scaled Levenberg-Marquardt algorithm with tolerance = 0.0001
From x=0 to x=70

a=2.07438 +/- 0.00463

b=0.00000 +/- 0.00000

chisqg/dof = 12.7273

Iterations = 2

Status = success
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i

Ako vzor na ,kozmeticki” tpravu grafu ndm moéze posluzit’ priklad z obrazku 21} Urobime ju

poméckami z polozky Format a hotovy projekt ulozime.

5.3.3 Sposoby zobrazenia viacerych grafov

Stava sa, Ze sa vyZzaduje zakreslenie dvoch (a niekedy aj viacerych) fyzikalnych veli¢in réznych
rozsahov do jedného grafu alebo zlucit’ viac grafov do jedného obrazku. Napr. chceme zobrazit’
priebeh rychlosti a zrychlenia voIného padu guldcky vo viskoznom prostredi. Za predpokladu, Ze
pohyb guldcky sa deje iba vo zvislom smere velmi malou rychlostou jej pohybova rovnica ma tvar,
pozri napr. (UHRIN A KOL., 2006, str. 50)

4

dv 4 .
3 nr3p T3 7'cr3gn(p —p) — 6mryY, (55)

kde r je polomer guld¢ky, v rychlost’jej pohybu vzhladom na pokojnt tekutinu, p je hustota (objemova
hmotnost’) gul'6cky, p* je hustota tekutiny, gn je normalne tiaZové zrychlenie a 7 je viskozita tekutiny.

Predchéddzajtca rovnica je linedrna diferencidlna rovnica proého radu s konstantnymi koeficientami
s pravou stranou. Rie$i sa zndmymi Standardnymi metédami a jej rieSenie pre pociatoént podmienku
—rychlost’ v ¢ase nula sa rovné nule — ma tvar

v =7 [1—exp (—2%)], (56)

2r2(0* —p) gn
9y ’

[

Zévislost’ rychlosti od ¢asu je teda dand rozdielom dvoch ¢lenov. Clen vy je ¢asovo nezavisly, druhy
¢len je exponencialne klesajuci, ktory po uréitom ¢ase prakticky vymizne a guld¢ka sa bude pohybovat’
rovnomerne a priamociaro rychlostou vy. Casovy priebeh zrychlenia bude rovny prvej derivacii
rychlosti v podla ¢asu
9 5t
a = ay eXp <_2 72‘0), (57)
(P —p)gn.
P

ap =

Urobime numericky vypocet rychlosti v a zrychlenia a pre pohyb plexisklovej gulo¢ky o polo-
mere r = 1 mm vo vode v ¢asovom intervale od 0 do 2 sektind. Pomocou mozZnosti vkladania funkcif
do grafov, z hlavného menu grafického okna vyberieme Graph — Add Function. .. Ciselné hodnoty vg,
a9 a konstantného ¢lena v exponentoch st:

272(p* —p)gn  2(1073)2(998 — 1200) 9,81 1
— = =—0,44
0 9 9-10-3 04k ms
(p* —p)gn _ (998 —1200) 9,81 )
= = - —1
ag 0 1200 ,65bms
t 9-10°°

1 -1
Y 375
r2p  2(10-3)21200 s

N \©O

Znamienko minus v prvych dvoch vyrazoch ma fyzikalny vyznam. Uvedomme si, Ze v a 4 st vlastne
z-ové zlozky rychlosti a zrychlenia v pravouhlom stiradnicovom systéme a teda m6zu byt’ kladné aj
zaporné.
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V prvom kroku vytvorime ¢iselné hodnoty na zobrazenie rychlosti v a zrychlenia a, ktore pouzi-
jeme na tvorbu kombinovanych grafickych vystupov. Za¢neme novym projektom, potom z polozky
File v hlavnom menu vyberieme New Function Plot. Otvori sa ponuka Add function curve, do okienka
f(x)= vlozime 0.44*(1-exp(-3.75%x)) pre x od 0 do 2 a nechdme vypocitat’ 100 hodnot, klikneme
na OK. Okno programu sa prepne do grafického médu a zobrazi sa priebeh nami zadanej funkcie
£(x)=0.44*(1-exp(-3.75%x)) vo forme spojitej Eiary, obrazok 16}

File Edit View Graph Data Analysis Format Windows Help e A -
DREBRREWA SEHR & 28 540 sorb]

Lt I aBlehjd+t+Ha 00 -~ EIE"®az" SOPF 1L
aph2 W =

Title

. B B
L ‘ — f0ix)=0.44*(1-expi-3.75%x))..0.000000e+00,2.000000e+00 ‘

LSOO NG A W=

Of v v 1 I T T T Y Y

S}
=}
@
o
o

X Axis Title

R UNTITLED Name  Type View Size Created Label
FElgraphz Plot  Normal 0.0 kB 17.09.2006 15:36:46
Eitablel Table Normal 0.0 kB 17.09.2006 15:22:34

Project Explorer

Obrazok 16: Graficky priebeh Vzthhu@

Vypocitané hodnoty potrebujeme ulozit’ do datového stiboru. Kurzorom mysi na ¢iare vykoname
dvojklik, otvori sa editor parametrov ¢iary. Klikneme na polozku Worksheet, aktivuje sa tabulkové
okno a zobrazi sa tabulka vypoéitanych hodnét rychlosti, ktora uloZime postupom File — Export
ASCII, vyberieme oddelovat stipcov a pomenujeme ju rychlost.dat. Postup zopakujeme na vytvorenie
dat zrychlenia, do okienka f(x)= vloZime 1.65%exp(-3.75%x) pre x od 0 do 2 a opit’ nechdme
vypocitat’ 100 hodnoét. Datovy stibor ulozime pod menom zrychlenie.dat. Teraz uz mame ulozené data
potrebné na vytvorenie ukazok.

Zobrazenie dvoch priebehov v jednom grafe

UlozZené data rychlost.dat a zrychlenie.dat pouzijeme na vytvorenie dvoch priebehov v jednom grafe.
Zatneme novym projektom, z ktorého vymaZeme prazdnu tabulku a budeme dotiho importovat’
nase déta, File — Import ASCIl — Multiple files. . . alebo na nastrojovej liste klikneme na ikonku Import

multiple data files
1!!5

Vyhladdme nase stibory, pricom stasnym stladenim klavesu Ctrl a klikom mysi ich ozna¢ime na
importovanie. V okne programu budeme mat’dve tabulky table2 s datami rychlosti a table3 s datami
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zrychlenia. Ozna&ime stlpce tabulky table2 a z polozky Plot hlavného menu vyberieme bodové
zobrazenie Scatter, otvori sa grafické okno s priebehom rychlosti. Do tohto grafu chceme vlozit aj
priebeh zrychlenia. Na ttto operaciu pouZijeme postup opisany v ¢asti[5.3.2na strane (149} Klikneme
teda do okienka [1] a v editore Add/Remove curves presunieme déta table3 z okna Available data do
okna Graph contents. Vysledok vidime na obrazku |17} Graf upravime pomockami z polozky Format
a projekt nezabudnime ulozit. Upraveny graf vidime na obrézku [18| Pre dalsie pouZitie mo6Zzeme
graf ulozit’ v niektorom z grafickych formétov cez hlavné menu polozkou File — Export Graph —

Current, napr. eps.

B8 graphl M =] E3 B graphl 1 (=] E3
Title Vol'ny pad gul'd&ky vo vode
2 .. —™- :- 2 : . . 2
+ table2_C2 i
table3_C2
1,50 15| Jas
r J e
E £ =
21k R Y 11 &
] 5 pay
< i © . 3
> L [ o,
r g - )
0,5 B o o5 .- o5
L L]
g
[ J .
or. vy e . ) e ENasumnssspEnssEenERmnnunn) o
0 0,5 1 1,5 2 o 05 I 15 2
X Axis Title Cas (s)
Obrazok 17: Zobrazenie dat zo st¢asne importovanych Obrazok 18: Upraveny graf
stiborov rychlost.dat a zrychlenie.dat z obrazku[I7]

Zobrazenie dvoch grafov v jednom okne

V tejto casti opiSeme postup ako zlucit’ viac grafov do jedného obrdzka pouZzije na to naSe data
rychlost.dat a zrychlenie.dat. Opit’ za¢neme pracu novym projektom, z ktorého vymaZeme prazdnu
tabulku a do tohto projektu importneme nase data postupom z predchadzajucej Casti. Z tabulkového
okna sériou prikazov Plot — Scatter vykreslime priebeh rychlosti. Do aktivneho grafického okna,
v ktorom je graf priebehu rychlosti v, vloZime novy graf pomocou ponuky Graph — Add Layer z hlav-
ného menu programu, potvrdime implicitnt ponuku kliknutim na polozku Guess. V lavom hornom
okne pribudne okienko [2], klikneme nati dvakrat, otvori sa editor Add/Remove curves a mozeme
presunut’ tabulku table3 do Graph contents. Vysledok nasho snaZenia vidime na obrazku

Grafy upravime pomo6ckami z polozky Format a vytvoreny projekt nezabudnime uloZit. Upravené
grafy sti na obrazku20} Na dalsie pouZitie moéZeme obrazok s grafmi uloZit’ v niektorom z grafickych
formatov cez hlavné menu polozkou File — Export Graph — Current, napr. eps, png, jpeg, bmp, pbm,
pgm, ppm, xbm, xpm. Na obrazku[21]sti oba projekty znazornené v jednom grafickom okne, na postup
vyhotovenia pozorny ¢itatel uz iste pride aj sam.

Stru¢ne sme ukazali niektoré ¢asto pouzivané procediry spracovania dat a tvorby grafov. Tymito
jednoduchymi prikladmi sme samozrejme nevycerpali vSetky moznosti programu QtiPlot. Dobrym
zdrojom dalsich informécii na pracu s programom je elektronicky off-line HTML manuél pristupny
na URL adrese: http://soft.proindependent . com/manuals.html!

V prilozenej tabulke uvadzame zoznam programom podporovanych matematickych operatorov
a zabudovanych funkcii, ktoré mézeme pouZzivat'na vytvorenie vlastnych funkcii, pri matematickych
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operéciach s datami v tabulkach a pod.

9 =] E3 9 [=] B3
Title Title ' 2
0,5 [T T P pEmanamsmasmpmas e
table2 C2 F| — table3_C2 b
= [ n 0.4 |
[ 7 15|
04| . - m
r b ] :z; sl & i .
_ & €
goar ¢ 18 S s |
= . = B i [
o b2 {8 8 2 | £ |
5 : é B ‘I; 02 @ E .
> 02~ q > 7 M N .
- * L]
[e ) ] e T .I
T 0.1 [
0,1 ; — - ° [
. ®
i
N B b o
. -
0 . L L 0 . Bhiraiszoessnesaest
) SEEEE NS FEEEE NN Ol b 1y 0 0,5 1 15 2 0 05 1 15 2
0o 05 1 15 2 0 0,5 1 15 2 Gas (s) Eas (s)
X Axis Title X Axis Title
Obrazok 19: Neupravené grafy priebehov rychlosti v Obrazok 20: Trochu upravené grafy z obrazku

a zrychlenia a v jednom grafickom okne

0O gi¥uhm =68 H =
e | LY 3R
1 Vol'ny pad gul'ééky vo vode
2 2 2
3 c1[X] c2[y] [ 1
& 0 1.65135 [ 1
5 0.0408163 1.41699 b 1
6 0.0816327 1.21588 r 1
7 0.122449 04332 15— s
& = ]
= L m i 5
e 5
E r . 1@
2ol -1 7
2 r = 13
S
o . 1 @
{m r ] T
& [ L] 7
—Tl: 03 2 ) " 0.5 M — 0.5
) ¢ £ L " ,
Sl PN
o 2 a1} B
£ |2 e — ]
Sozf e = - L Ll 4
= ™ . o A tat olL LL LT YT U TT T T T TITTTT I3
1 15 2
Cas (s)

Type View Size Created Label

[HgraphlPlot  Normal 0.0 kB 17.09.2006 11:00:16

[lgraph2 Plot  Normal 0.0 kB 17.09.2006 11:00:45

EBtablel Table Normal 0.0 kB 17.09.2006 10:59:42 fhome/lacofkega/qtifrychlost .dat
MAtable2 Table Normal 0.0 kB 17.09.2006 11:00:28 thome/lacofkega/qtifzrychlenie dat

Obrazok 21: Zobrazenie dvoch grafov v jednom okne a dvoch priebehov v jednom grafe
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ZOZNAM MATEMATICKYCH OPERATOROV A FUNKCIi PROGRAMU QtiPlot

Nazov Popis
+ stcet
— rozdiel
* nésobenie (axb = a-b)
/ podiel, delenie
" umocnenie (a”b = ab)
and logické AND (vracia 0 alebo 1)
or logické OR (vracia 0 alebo 1)
xor logické Exclusive OR (vracia 0 alebo 1)
< mensie ako (vracia 0 alebo 1)
<= mensie ako alebo rovna sa (vracia 0 alebo 1)
== rovna sa (vracia 0 alebo 1)
>= véacsie ako alebo rovna sa (vracia 0 alebo 1)
> véacsie ako (vracia 0 alebo 1)
= nerovna sa (vracia 0 alebo 1)
abs (x) absolitna hodnota x
acos(x) arkus kosinus
acosh(x) arkus hyperbolicky kosinus
asin(x) arkus sinus
asinh(x) arkus hyperbolicky sinus
atan(x) arkus tangens
atanh (x) arkus hyperbolicky tangens

avg(x1,x2,x3,...

strednd hodnota argumentov

bessel_jO(x)

Besselova funkcia prvého druhu Jo(x) radu 0

bessel_j1(x)

bessel_jn(x,n)

)
Besselova funkcia prvého druhu J,(x) rddu 1
)

Besselova funkcia prvého druhu J,(x) radu n

bessel_y0(x)

Besselova funkcia druhého druhu Yp(x) radu 0

bessel_y1(x)

bessel_yn(x,n)

(x)
Besselova funkcia druhého druhu Y; (x) rddu 1
(x)

Besselova funkcia druhého druhu Y;, (x) indexu n

beta(a,b) Beta funkcia, B(a,b) =T(a) -T'(b)/T(a+b)
cos(x) kosinus x

cosh(x) hyperbolicky kosinus x

erf (x) chybova funkcia

pokracovanie tabulky na dalSej strane
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(pokracovanie tabulky z predoslej strany)

Nazov Popis
erfc(x) erfc(x)=1-erf (x)
erfz(x) hustota pravdepodobnosti normélneho rozdelenia Z(x)
erfq(x) koncova &ast’ normélneho rozdelenia Q(x)
exp(x) exponencialna funkcia so zdkladom e
gamma (x) funkcia I'(x)
gammaln(x) logaritmus funkcie I'(x)
hazard(x) h(x)=erfz(x)/erfq(x)["
if(el,e2,e3) ked'je el pravdivé , vypocita sa e2 a este e3
1n(x) prirodzeny logaritmus x
log(x) dekadicky logaritmus x
log2(x) logaritmus x so zdkladom 2

min(x1,x2,x3,...) | minimum zo zoznamu argumentov

max(x1,x2,x3,...) | maximum zo zoznamu argumentov

rint (x) zaokruhlenie na najbliZsie celé &islo
sign(x) funkcia znamienka x

sin(x) sinus x

sinh(x) hyperbolicky sinus x

sqrt (x) druha odmocnina z x

tan(x) tangens x

tanh (x) hyperbolicky tangens x

47V stargej literattire sa uvadza pojem hazard function ako ekvivalent pojmu hazard rate alebo failure rate pouzivaneho v teérii
obnovy a poistovnictve, v slovencine ako intenzita poruchy (imrtnosti). Je definované ako h(x) = f(x)/(1 — F(x)), kde f(x)
a F(x) je hustota a distribu¢na funkcia doby Zivotnosti nejakého prvku (J. Sk¥ivanek).
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5.4 Program Kpl

Program Kpl je jednoduchy z pohladu ovladania, poskytuje rozsiahle moznosti na vyhladzovanie,
optimalizaciu a numerické operacie s nameranymi datami (napr. derivovanie, integrovanie); mdzeme
ho dopliiat’ vlastnymi funkciami a kniznicami, ktoré sa napisu a skompilujt v programovacom jazyku
C. Na rozdiel od programu QtiPlot neumoZfiuje Statistické vypocty a charakteristiky dat. V dalsich
Castiach opiSeme pracu s verziou Kpl 3.3 pre grafické pouZivatel'ské prostredie KDE 3.5.2.

Domovska internetova stranka programu je na URL adrese http://frs106.physik.uni-freiburg.
de/privat/stille/kpl/. Autor Werner Stille pontika k programu on-line priru¢ku pristupnt na URL
adrese http://frs106.physik.uni-freiburg.de/privat/stille/kpl/book/index.html . Na pracu v Kpl
mame k dispozicii jedno pracovné okno, pozri obrazok

Untitled - Kpl

Eile Edit View Settings Help

ZIZ ]S PSRN )

[I]

Ready. |Rsp|aca| 2008 cm, 654 cm

Obrazok 22: Pracovné okno programu Kpl

5.4.1 Ovlidacie moZnosti programu Kpl

Spustenie Kpl v prostredi OS GNU/Linux sa d& uskuto¢nit’ troma spésobmi@

e Kkliknutie na ikonu Kpl na pracovnej ploche (ked ju mame vytvorent),
e Menu — Kancelaria — kliknutie na Kpl (ked sme program instalovali z deb balitka),
o z prikazového riadka X terminalu prikazom kpl.

Na obrazovke sa zobrazi okno programu s prislusnymi ponukami a ovladacimi prvkami v hlavnom
menu (obrazok22). Zatvorenie Kpl sa vykona cez zalozku File a potom Quit alebo stlatenim klavesov
Ctrl + Q (pripadne Alt + F4).

Opét, pri prvom &itani tejto kapitoly moze Citatel, ktory sa chce rychlo obozndmit’ s pouzivanim
programu Cast/5.4.T| preskocit’ a pokracovat’ v ¢itani ¢astou [5.4.2na strane [159

8V pripade, ked instalaciu vykonate zo zdrojovych stborov, musi sa cesta na spustenie z Menu nastavit’ manualne.
Odportcame spustat’ program z pracovnej plochy pomocou vytvorenej ikonky s odkazom na binarny stbor kpl.
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Hlavné menu programu obsahuje tieto polozky:

File Edit View Settings Help

OpiSeme tie polozky, ktoré s potrebné na zakladné zozndmenie sa s moznostami Kpl. Polozky
oznacené hviezdi¢kou * sa aktivuju len v tom pripade, ked'je otvoreny graficky alebo datovy subor.

File
New vytvorenie nového projektu
Open Plot File ... otvorenie stboru s priponou .kpl,
editacia uz vytvoreného projektu
Open Data File ...  otvorenie stiboru s priponou .dat,
moznost’ vyberu desatinnej bodky alebo ¢iarky
Open Recent desat’ naposledy otvorenych projektov
Save” uloZenie dokumentu pod pé6vodnym menom
Save As ... * uloZenie dokumentu pod novym menom
Close* zatvorenie aktualneho projektu
Print* vytlacenie aktivneho grafu
Display Plot* zobrazenie grafickej prezentacie alebo obno-
venie zobrazeného grafu
PostScript Output  volba orientécie grafického listu na konverziu;
na vysku alebo na sirku
PostScript Preview  volba orientécie ndhladu grafu;
na vysku alebo na Sirku
New Window otvorenie nového pracovného okna programu
Close Window zatvorenie aktualneho pracovného okna
a ukoncenie programu
Quit ukoncenie prace s programom Kpl
Edit
Undo* zru$i posledny vykonany krok
Redo* vrati posledny vykonany krok
ltems ... jedna z najddleZitejsich poloZiek, umoZziiuje vkladat)
editovat’ a fitovat’ objekty a polozky v grafe (napr. funkcie,
polia, splajnové krivky a pod.)
View

Zoom In (Ctrl++4)  zvélSovanie krokom

Zoom Out (Ctrl+—) zmenSovanie krokom

Zoom ... nastavenie faktora zvacSenia/zmens$enia (%)
Redisplay* (F5) aktualny datovy alebo graficky stibor sa znova
nacita a zobrazi, aktivuje sa funkcia Autoplot
Reload Periodically nastavenie periodického obnovovania zobra-

zenia, aktivuje sa funkcia Autoplot
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Settings
Hide Toolbar
Hide Statusbar
Show Function Source
Autoplot

Add Files (Insert)

Calculate PS Bounding Box

Print PS Output
Save Absolute Paths

Unsaved Changes Warning
Save Settings At End

Save Settings

Configure Shortcuts . ..
Configure Toolbars ...
Configure Notifications ...

Configure Kpl ...

Help

Kpl Handbook
vany
Report Bug ...

skrytie/zobrazenie hlavného menu
skrytie/zobrazenie stavovej listy
zobrazenie zdrojového stboru funkcie

v dialégu volby jej parametrov
automatické zobrazenie projektu po na-
¢itani datového alebo grafického stiboru
pridanie nového datového alebo grafické-
ho stboru do aktuédlneho s vykreslenim
automaticky vypocet hranic postscript-
ového okna grafu, bez aktivacie tejto po-
loZky sa vypocitaji hranice k niektorému
rozmeru strany (napr. A4 na vysku)
zobrazenie dialégu tlace postscriptového
stboru po jeho vytvoreni

do grafického stiboru sa uloZi absoltitna
cesta k ddtam a kniZniciam

zobrazenie varovania o neuloZeni stiiboru
uloZenie vsetkych nastaveni aktuélneho
zobrazenia pri ukonceni programu
uloZenie vSetkych nastaveni aktuélneho
zobrazenia

definovanie vlastnych klavesovych
skratiek

pridanie/odobratie ikoniek do hlavného
menu

nastavenie hlaseni a varovani programu
niektoré zakladné implicitné nastavenia

programu

otvorenie elektronického manuélu, ked'je nainstalo-

dialég na oznamovanie chyb programu autorovi

e-mailovou postou

About Kpl
About KDE

5.4.2 Priklady pouZzitia programu

zékladné informacie o programe Kpl
zéakladné informacie o grafickom prostredi KDE

Importovanie dait, ich zobrazenie a Gprava grafu

Importovanie datoveho stiboru boxbod.dat

Tak, ako v pripade programu QtiPlot, aj program Kpl a jeho funkcionalitu presktiSame datami z inter-

netovej stranky Narodného instittitu Standardov a technolégii Spojenych statov americkych (NIST, 2006).
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Stiahnite si déta z kolekcie pre nelinedrnu regresiu s ndzvom BoxBO qﬂ ktoré st zaradené do kateg6-
rie s vysokou naro¢nostou na spracovanie. Tabulku ulozte do datového siboru s ndzvom boxbod . dat.

dat - Kpl a=s b= res
Elle Edit View Settings Help ST RonGUers o il b el
i = & [ONONGILEY Miesto Upravit Zobrazit Zzalozky MNastroje Nastavenia Pomocnik
QLQ000 BErw-li B =lE
@ Eakaukic_exa_win  [4] E (3 kpl ‘ r
=E5kega } } ) =]
Zel i HEafityk \ \ \ ]
LB apl lic demos frslos. func
@ orce ke |
=1 [E5 kaukic — A
2| wEkawans i
! i
gL i-[Ekmatplot }
5N kp! A
250 /home/laco/kega/ky 3 = nastavenie  153.dat
= abplot RN
B A octave — 1 L
- A {&octavesecz € | i
L " origin_dok boxbod.dat~  boxbod.eps  boxbod.par
| prirucka
[+ ati
200 — qtiplot-0.7.5 7~
F ] = = ] ]
= l_‘: boxbodpdf  buxbodple  baxbod_ (=)
l resid ens 7]
oxbod.dat (37 B) ... textowy dokument
& |boxbod.dat ( ) y doki
150 ] [ ]
- ]
100 . I . I . I . ] .
0 2 4 6 8 10 =
=]
Ready. [Replace [ 13,76 cm, 4.18cm | x=8.13, y=1433

Obrazok 23: Importovanie a zobrazenie dat metédou tahaj a pust’

Program Kpl ma sice vlastny editor tabuliek, ale s obmedzenymi moZnostami formétovania,
preto si na vytvorenie tabulky vyberme radSej nejaky textovy ASCII editor (napr. Kate, gedit, KSpread
apod.). Datovy stibor vytvarame a editujeme v stipcovom formate, a pri jeho ukladani do pracovného
priecinka mu priddvame priponu dat. Symbolom desatinnej radovej ¢iarky moéze byt’ desatinnd ciarka
alebo desatinnd bodka a ako oddelovac (separator) stipcov odporticame pouzit’ tabulator (Tab) alebo
medzernik (Space). Datovy stubor mdzeme importovat’ dvoma spdsobmi:

1. Vyvolanim pontk File — Open Data File . .. sa otvori dialégové okno, v ktorom zvolime symbol
desatinnej radovej ¢iarky a vyhladame na disku stbor na importovanie.

2. Otvorime program Kpl a potom nejaky program na spravovanie stiborov (napr. Konqueror alebo
Krusader), v ktorom vyhladame stibor, ktory chceme zobrazit. Ozna¢ime ho lavym klikom
mysky a tahom ho premiestnime do okna programu Kpl, kde klik uvolnime (metéda Drag and
Drop), pozri obrazok

,Surovy” graf z obrazku23]budeme upravovat’ vyvolanim polozky Items . .. MoZeme ju aktivovat’
dvoma spdsobmi, pravym klikom mysi do prazdmeho pola v okne programu (mimo pola grafu)
a z kontextového menu vyberieme Ziadand polozku alebo vyvolanim pontk Edit — Items ..., pozri
obréazok 4]

Po pridani legendy (vyberom New), oznaceni a zmene modulov osi (pozri na strane|[166), zmene
zafarbenia a symbolov datovych bodov (ozna¢enim a vyberom Edit) dostaneme takyto vysledok:

“nttp://wuw.itl.nist.gov/div898/strd/nls/nls_main.shtml
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boxbod.dat - Items

Active  Type Settings
—---Frame x=4cm,y=3cm,size 15cmx 10cm
-[#] Array Ofile boxbod dat, columns 0, 1

[©]

K Append items

Obrazok 24: Pracovné okno polozky ltems . ..

Nelinedrna regresia pre stibor boxbod.dat

Tak, ako v pripade programu QtiPlot aproximujme data znazornené v grafe na obrazku[25|exponen-
cidlnou zavislostou v tvare

y =a[l —exp(—bx)],

ktora je podla 2006) modelovou funkciou pre tieto data. Program implicitne taktto funkciu
nepontika, ale m6Zeme ju napisat’ ako skript v programovacom jazyku C, napr. boxbod. ¢, a skompi-
lovanim vytvorit’ kniznicu (modul) boxbod. so.

/h Naco/kegajkpl/boxbod. dat [modified] - Kpl ==L E)
Eile Edit View Settings Help
SEEEE RGO 0
S
/home/laco/kega/kpl/boxbod.dat m
250
B B poxbod.dat
| ]
n L boxbod. dat - ltems
E 200 j L] écwig::e xsfttz‘”:im y = 1.85 cm, size 15 cm x 10 cm -
E L [ Aray  mfile boxbod dat, columns 0, 1
o | [2] Legend W "boxbod dat", x = 4 cm, y = 10.5 cm
5 I = L T|
> 150 |- "
F [ X Append items
100 \ I , I , | \ I
0 2 4 6 8 10
X (arb. units) 5
Ready. [Replace [ 12,54 cm, 3,57 em x=7.372, y= 1258

Obrazok 25: Upraveny graf z obrézku

Postup je nasledovny: v textovom editore napiSeme napriklad takéto funkcie v jazyku C. Prvé
boxbod_1 bude na vykreslenie fitovanej ¢iary do grafu, druha boxbod_2 na iteraciu:

/****************************************************************/

/* boxbod.c 2D functions for Kpl */
/* */
/* Copyright (C) 2006 by Ladislav Sevcovic */
/* <ladislav.sevcovic@tuke.sk> */
/* */

/* Released under the GPL; see file LICENSE for details. */
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/* Use the following command to compile the C function */
/* and create a shared library: */
/* gcc -Wall -shared -fPIC -o boxbod.so boxbod.c -1m */
/* Do this in a X terminal windows (shell). */
/* At the X terminal type: nm boxbod.so>boxbod.def */
/* */
/* exponential(x, p) calculates of exponential */
/* Returns: p[0] * (1 - exp(-p[1] * x)) */

[ kskkok sk sk ok ks ok ok ks sk ok sk sk ok sk sk ok ks sk ok sk sk ok ok sk sk ok ks sk ok sk ok ok sk sk ok ks sk ok sk sk ok ok /
#include <math.h>

[ HAEAA KA AR KA KKK KA KKK KK KKK KKK ok KoK K oK KK ook KoK ok Kok K ook koK ok
double boxbod_1(double x, const double* p)
return(p[0]*(1-exp(-p[1]*x)));

/KK ok ok ok o K KK oK oK ok o o K K KoK oK oK o o o K KK oK ok ok o o K KK oK ok ok o o KK oK oK ok ok ok KK oK ok ok ok kR Kk ok
double boxbod_2(double x, const double* p)
{

int i;

double f;

£ = pl0];

for (i =1; i < 3; i +=1)

f == p[i] * (1 - exp(- p[i + 1] * x));
return f;

}

/****************************************************************/

Stbor uloZime do pracovného priecinka pod menom boxbod. c a do prikazového riadka v okne
X termindlu najprv napisem

gccy—Wall,-shared,-~fPIC,,—o boxbod.so boxbod.c,-1m

a stlaénim klavesu Enter prebehne kompildcia nasho skriptu do bindrnej kniZnice boxbod. so.
Potom napiSeme

nm_boxbod.so>boxbod.def

a opdtovnym odoslanim sa vytvori tabulka symbolov. Dva skompilované stibory boxbod.so
aboxbod.def pouZijeme na fitovanie, mdzeme ich teda presuntt’ do pracovného priec¢inka, v ktorom
mame ostatné sibory s datami pre Kpl alebo do osobitného podpriecinka, v ktorom budd len kniznice
(aj buduce). Teraz uz mozeme zacat’s fitovanim dét, v okne polozky Items (obrazok 24) klikneme na
ponuku New a potom na ponuku Function (obrazok[26). Vyhladame si nasu kniZnicu boxbod. so a z nej
vyberieme funkciu boxbod_1, doplnime xmax na 10, vyberieme symbol, velkost’a farbu fitovacej ¢iary
v grafe a vyber ukonc¢ime potvrdenim Apply a potom OK. Prejdeme opit’ do okna Items, kde klikneme
na novovytvorend polozku Function a potom na okienko Fit, ¢im sa ndm otvori okno Parameter
fit, pozri obrazok Zagkrtneme lavé okienka [X] pre parametre p0 a pl a do pravych vpiseme
ich $tartovacie hodnoty, pre p0=100 a pre p1=0.75. Fitovanie bude nelinedrne, preto zaskrtneme aj
okienko[X] Nonlinear fit. Kliknutim do polozky Model sa otvori okno Error model function, v ktorom opét’
Vyhl'adéme kniZnicu boxbod. so a z nej tentoraz vyberieme funkciu boxbod_2, ako argument zvolime
ycolumn. Kliknutim na polozku Edit zaddme Startovacie parametre itera¢ného procesu (itera¢ny proces

%0Sacgastou OS GNU/Linux je aj kompilator gec jazyka C a rad dalgich programatorskych nastrojov. Program nm vytla&i
tabulku symbolov (zoznam nazvov) v abecednom poradi pre jeden alebo viac objektovych stuborov. Vystup obsahuje pre
kazdy symbol meno, hodnotu, typ, velkost’ a pod.
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nlo - Kpl T =)
File Edit View Settings Help
i E e v 0600
el
/home/laco/kega/kpl/boxbod.dat ] AL S (]
250 ¥
[ ®m  boxbod.dat Library [/homeflacofkegajkplfboxbod_fncfboxbod E|
| N | Function  [boxbod_1 El
I parameter | Edit | [ Load | [ Save |
— 200 |
£ L ~Rang
5
=1 - xmin o xmax 10
2 3 ax o H
<
g [ x shift 0 @ y shift 0 E
> 150 |
x normalization |1 y normalization |1
- [Representation
3 Symbol 1 B Color [ — |
100 | Size 100 % E Fill pattern \EI
0 2 4 [ R Append ite
) |@ Help H Roots H Export ‘ W ok |l | v Apply | |3 Cancel
X (arb. units)
Ready. [Replace[ 19,20 em, 2,28 cm g

Obrazok 26: Okno polozky Function na vykreslenie fitovanej funkcie

—Parameter —Parameter

® po [100 - |n I plo [ X p0 |213.809 = (123545 ™ plo |
® pl [075 =0 i1 | [ pl [0.547237 + [0.10456 ™ pil |
Cp2 o =0 ropiz2 | ez fo :\0 |—p12[
3 o =0 rpi3 | 3 o =0 rpi3 |
pa o :|u |—p1a[ pafo =0 Cpla |
~ps o = o rpis | T ps Jo =0 ~pis |
p6 |o =0 ™ pi6 | [ p6 o =0 ™ pl6 |
ez fo =0 rp17 | ez |o +[o rp17 |
8 [o = o ™ pie | pe |o =0 rpis |
p2 fo = o rpio | P2 o =0 ™ ple |
% Nonlinear fit | Load | | Si X MNonlinear fit ‘ Load | | Si
~Data errors ~Data errors

Array ID_E ’m [~ Error column Array ID_E ’m I™ Error column
Maximum iterations [100 T Maximum iterations [100 T

lteration 3: chi-square = 1168.00887655556

Relative errorin chi-square is at most tolerance

Obrazok 27: Vyrez okna polozky Parameter fit so Star-
tovacimi parametrami itera¢ného procesu

Obrazok 28: Vyrez okna polozky Parameter fit s vysled-
kami itera¢ného procesu fitovania
fitovania

sa ukonci dobre aj so zac¢iato¢nymi hodnotami p0=1 a p1=1). Vysledné parametre fitovanej funkcie
y=p[0]*(1-exp(-p[1]*x)) sa vpisu do prislusnych okienok parametrov (obrazok . Kliknutim
na polozku Apply sa vysledok fitovania zobrazi v grafe (obrazok @ Pracu s fitovanim ukonéime
kliknutim na polozku OK. Do grafu vlozime legendu, nazvy osf a tak dalej (pozri[5.5 ¢ast).
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plo [ - Kpl ===
File Edit wiew Settings Help
EEE= RS0 0
=
/home/laco/kega/kpl/boxbod.dat
250
m  boxbod.dat
| — fit .
— 200 |-
%)
= L
c
3. - kega.plo - Items [f2ifmilel fac
Qo - -
‘;‘E_' | Active  Type | Settings New
- =[Z] Frame x=4cm,y=3cm, size 15 cm x 10 cm
150 - ~[2] Array M file boxbod.dat, columns 0, 1
F Legend M 'boxbod.dat',x=5cm,y=12cm
L Function y = boxbod.boxbod_1(x)
-.Lsgsmd ffit, x = 5 cm, y = 11.5 cm
- Delete
Co)
100
° | ey 20
[] 1
X (arb. units) X Append iterns |
=l
Ready. [Replace [

Obrazok 29: Vysledny graf s fitovanou krivkou pre data boxbod.dat

Linedrna regresia funkciou y = ax

Podobne ako v programe QtiPlot aj na tomto mieste v kratkosti eSte opiSeme postup linedrnej regresie
modelovou funkciou

y = ax,

ktort pouzijeme na fitovanie dat Nolntl z kolekcie pre linedrnu regresiu uz spomenutého insti-
tatu NIST (2006@ aby sme mohli vysledky oboch programov porovnat.

Aj v tomto pripade tabulku dat moéZzeme doplnit’ bodom (0,0), aby sme ziskali vysledné grafické
zobrazenie v takom tvare, aké je na WWW stranke intittitu NIST. Upravu prevedieme takto: z ponuky
Items oznacime polozku Array a klikneme na okno Edit. Otvori sa ndm nové okno, v ktorom zaskrtneme
okienko [X] Internal data a potom vyberieme ponuku Edit. Do odsadeného prvého riadka zapiSeme tri
nuly s medzerami 0,00, upravu potvrdime klikom na Apply a editor zatvorime klikom na OK.

Ziskanie optimélneho parametra a bude jednoduchssie ako v predoslom pripade, lebo moZzeme
na to pouzit’ zabudovant funkciu programu Kpl (samozrejme, mdZeme si napisat’aj vlastni). Postup
bude podobny, ako pri nelinedrnej regresii, s tym rozdielom, Ze na fitovanie pouZijeme kniZnicu
fkt.so, z ktorej vyberieme funkciu polynom.

Uprave hodnoét v tabulke noint1.dat sa vak mozeme vyhnut. Na rozdiel od postupu v pripade
postupu programom QtiPlot (pozri na strane vSak nemusime upravovat’ Ziadnu tabulku, lebo
program Kpl tidaje na vykreslenie krivky fitovanej funkcie neuklada do osobitnej tabulky. Vyvolanim
okna polozky ltems ozna¢ime v nej polozku Function a klikneme na okno Fit. Otvor{ sa ndm okno
Parameter fit, v ktorom z lavych okienok pre parametre zaskrtneme len okienko pre parameter [X] p1,
do pravého okienka vpiSeme Startovaciu hodnotu p1=1 a okienko[JNonlinear fit zostane nezaskrtnuté,
pozri obrazok[30] Vysledky vidime na obrazkoch[31)a

5l http://www.itl.nist.gov/div898/strd/11s/11ls.shtml
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‘

—Parameter
eo fo + o e fo
®pl [1 =0 el fo
e2 fo = o Fp12 o
rp2 fo =0 Cpi3 fo
[ pa ‘O = |0 I pl4 ’O_
™ ps fo + o Cpis o
ps Jo =0 pi6 fo
ez o = [o Cp17 fo
~pg fo =0 pi8 Jo
™ pg o = o rp1o fo
[~ Nonlinear fit | Load | ‘ Save

—Data errors
Array [0 H [kplo 11 I Error column

Toler

Maximum iterations E

Obrazok 30: Vyrez okna polozky Parameter fit so Star-

tovacim parametrom

‘

~Parameter
reo o = o rpio o
R pl [2.07438 = [0.0165289 el Jo
2 fo +[o 12 o
rp2 o =0 Cpi3 Jo
[ pa ‘0 + |D I pla ,T
ps fo =0 Cpis o
e o = [o e fo
ez o = o Cp17 fo
rpe Jo = [o Cpis fo
pe fo = o I pis [o
™ Nonlinear fit | Load | ‘ Save

—Data errors
Array ID_E ’m ™ Error column

Toler

Maximum iterations E

chi-square = 127.3
Average error = 3.4

ny = 10 Significance Q = 1.68e-22

kom procesu fitovania

Obrazok 31: Vyrez okna polozky Parameter fit s vysled-

Vytvorené grafy upravené podla odportcani z Casti 5.5 mozeme ulozit’ vo formate *.ps alebo

* . eps na dalsie spracovanie (z hlavného menu File — PostScript Output).

h Naco/kega/kpl/nointl.plo [medified] - Kpl —JZ=0) =5
File Edit View Settings Help
NEEEH= K00
/home/laco/kega/kpl/noint1.dat
160
140 | O nointi.dat
r— fit
120
100 noint1.plo - ltems
> 80 Active | Type  Settings [
= Frame x=4cm,y = 3cm,size 15cmx 10 cm
60 Array  [internal data, columns 0, 1
~[#] Function y = fkt.polynom(x)
Legend [J'nointl.dat’,x=5cm,y= 12cm
40 --‘Legend "fit", x = 5 ecm, y = 11 ecm
20
0

Ready.

P Append items

L]

Rep\ace‘ 18,18 cm, 1,32cm

Obrazok 32: Vysledny graf s fitovanou krivkou pre data noint1.dat
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Jeden obrizok md hodnotu tisic slov.

STARE CINSKE PRISLOVIE

5.5 Niekolko pravidiel na tvorbu grafov

Z precizne vyhotoveného grafu nameranej fyzikalnej zavislosti dvoch veli¢in sa dajti s dostato¢nou
mierou presnosti urcit’ charakteristiky funkcie. Je mozné napr. urcit” polohu extrémov, inflexnych
bodov, pri linearnej zavislosti od¢itat’ z grafu smernicu priamky atd. Graf je vzdy nézornejsi ako
tabulka, tabulka je vSak vZdy presnejsia. Grafu ddvame prednost, ked chceme ukézat’ priebeh,
tendenciu, Struktidru alebo obrazec.

Doévod je jednoduchy a spo¢iva v rychlom, pohodlnom a ndzornom prijimani obrazovej infor-
maécie Clovekom. Dalo by sa povedat, Ze graf sltizi na rychlu kvalitativnu orientdciu v nameranej
zévislosti a ak nas zaujimajui podrobnejsie kvantitativne tidaje, z pamdte pocitaca si nechame zo-
brazit’ tabulku funkcie resp. analyticky predpis, interpola¢nt formulu atd. Z dévodu nazornosti je
grafické zobrazenie funkcif vel'mi asté i vo fyzikalnej literattire a takmer kazda namerana zavislost’
je reprezentovana grafom. Na zhotovenie grafov nie st jednoznacné pravidld a v kazdom odbore st
trocha odlisné zvyklosti urcené napr. tradiciou, typografickymi mozZnostami ¢asopisov a pod. Na
zrozumitelny a prehladny graf budu kladené tieto poZiadavky:

1. Modul stupnice grafu zvolime tak, aby graf bol dostato¢ne velky, t.j. interval nezavisle premennej
ma byt zobrazeny na ,vodorovnej” osi viac ako na dvoch tretinach ,, vodorovného” rozmeru
grafu a analogicky interval na ,zvislej” osi. Pod pojmom modul stupnice rozumieme podiel
intervalu nameranych (v pripade extrapolacie potrebnych) hodnét fyzikalnej veli¢iny k dizke
osi, povedzme v mm, na ktorti chceme interval zobrazit. Napr. obrazok 33| znédzornuje graf,
v ktorom ked’ zvolime dizky osf 120 mm bude modul vodorovnej stupnice M; = (90V —
—40V)/120mm = 0,4166 V/mm a zvislej stupnice M, = (7A —1A)/120mm = 0,05A/mm.

2. Osi vyznacime plnou tseckou a oznacime jednotkami v okruhlej zitvorke, v ktorych je fyzikélna
veli¢ina vynéaSand. Osi nekalibrujeme hodnotami, ktoré sme namerali, ale takymi hodnotami,
medzi ktorymi je I'ahka interpolécia.

3. Vkazdom pripade do grafu vhodnymi symbolmi vyzna¢ime namerané hodnoty. Ak je vjednom
grafe viac priebehov alebo na jednom papieri viac grafov, pre ro6zne priebehy volime rézne
symboly na oznacenie nameranych hodnét (napr. pIné body pre jeden graf, trojuholniky pre
dalsi atd’). Od nameranych hodnot nevedieme na osi Ziadne ¢iary (pozri obrazok

4. Kazdy graf opiSeme stru¢nym komentarom, aby bolo jasné, akt zavislost’ graf vyjadruje.

Meranie je zataZené chybami a po vyneseni nameranych hodnét zistime, Ze body sd ,,rozhadzané”.
Treba sa rozhodnut’” ako prelozit’ cez namerané body ¢iaru. Ak sme meranie vyhodnotili metédou
najmensich $tvorcov a urdili parametre z rovnic (85), potom pretabelujeme funkciu F*(x, py, ...

., ) (Kapitola[5.2) a tiito funkciu vynesieme do grafu. Ziskame tak jednoznac¢ne uréent (v zmysle
vyrovnavajiceho poc¢tu vyrovnavajicu) hladki ¢iaru. Napr. pri linedrnej zavislostiy = a + bx zistime,

52Tento obrazok bol vytvoreny programom QtiPlot, ulozeny vo formate EPS a potom programom epstopdf konvertovany
do formatu PDFE.



Niekolko zdsad na tvorbu grafov 167

Ze tato priamka neprechddza vSetkymi nameranymi bodmi, ale priblizne polovica bodov je nad
a priblizne polovica bodov pod priamkou.

Voltampérova charakteristika V ostatnych pripadoch, ked nemodzeme pouzit’ vyrovna-
7 TN . . fe o
vajici pocet, nemame k dispozicii ani opodstatneny navod
¥ vldkno B

ako prelozit’ ¢iaru cez namerané body, tu zalezi vela od sku-

senosti experimentétora. Oblasti zatazené velkymi chybami
sa premeraju znova, hustejsie resp. inymi metédami. Ciaru,
ktord narysujeme, sa snazime viest’ tak, aby bola vyrovnana,
t.j. nemala fyzikalne neopodstatnené skoky, zalomenia a ex-
trémy, aby bola dostato¢ne hladka, aby pribliZzne rovnaky po-

Prad 1 (A)

¢et nameranych bodov bol nad i pod ¢iarou a sticet Stvorcov
nameranych hodnét od ¢iary by mal byt’ ¢o najmensi. Majme
stale na pamiti, Ze ¢iara v takomto grafe mé viac-menej kva-
litativny vyznam.

Pri déslednejSich experimentoch sa merania v kazdom

bode opakuji za rovnakych podmienok a kazdy bod v grafe je

40 5‘0 60 7‘0 éO 9‘0
Napétie U (V) spracovany vys$sie opisanymi metédami pre opakované me-
Obrézok 33: Priklad nakresleného gra-  rania. V takychto pripadoch sa zvykne okrem najpravdepo-

fu, ktory zndzorfiuje volt-  qobnejsej hodnoty (nameranej hodnoty) vyznacit’ v grafoch

ampérovt (VA) charakteris-

tiku dvoch kovovych vidkien & Standardna neistota pre kazdy bod zv1ast.

Zhrnutie
e Obrys grafu nesmie byt’ nikdy nakresleny hrubsou ¢iarou, ako ¢iary v ploche grafu, taktiez
asecky, ktoré vyznacuji chyby meranych hodnot, nemdzu byt’ vyraznejsie ako vlastné krivky
alebo priamky. K6ty na osiach musia udévat’ lahko delitelné hodnoty.

¢ Do grafu umiestiiujeme ¢o najviac informacii, menej do legendy grafu.

e Dbéme na prehladnost’ grafu a Citatelnost’ pisma v grafe. Na popis osi sa ¢astejsie pouZivaja
verzalky (velké pismenad), pre informacie vpisané do grafu minusky (malé pismend) pisma
z rodiny Sans Serif.

e Osi grafu nemaju byt dlhsie, ako ur¢uje vyskyt pokusnych bodov, v grafe teda nemajii byt’
prizdne plochy. Osi nemusia za¢inat’ nulovou hodnotou.

e Vhodnym tvarom grafu je obvykle tvorec alebo obdlZnik (na leZato). Uzavretie grafu do
$tvorca alebo obdlznika zjednodusuje uréenie hodnét jednotlivych bodov. Kéty mozeme na
protilahlych osiach opakovat’ bez doplnenia isel.

e Pozname Sest” hlavnych druhov (typov) grafov:

bodovy garf (scattergram),

Ciarovy (priebehovy) graf (line graph),
stipcovy graf (bar graph),

histogram (vlastne stlpcovy graf so stipcami umiestnenymi tesne vedla seba),

koldcovy diagram (pie graph),
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— trojrozmerny graf (three-dimensional graph).

e Dbame na to, aby v bodovom a ¢iarovom grafe boli symboly a charakter jednotlivych ¢iar lahko
odligitelny aj pri zmengeni tlate. V grafoch pripravovanych na pocitadi je potrebné spravne
zadat’ pozadované vzdialenosti a popis koét, zvolit’ len vyrazné symboly, snazit’ sa vSetko
vyjadrit’ jednou farbou a pod.
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Zaver

Ked hovorime o priprave experimentalnych dat na prezentaciu a dalsie vyhodnocovanie s pouZi-
tim osobného pocitaca, potom samozrejme musime venovat’ naleZitt pozornost’ nielen samotnym
programom, ale aj metédam a postupom spracovania dat.

Opis dvoch znamych produktov z tejto oblasti ndm v zadkladoch objasnil ich vSeobecné aj niektoré
Specifické vlastnosti. Domnievame sa, Ze prvoradym prinosom st zdkladné informacie o ovladani
opisanych programov a ziskane poznatky, ako tvorit’ grafické vystupy matematickych funkcif a spra-
covanych experimentélnych dat na daliu kvalitativnu analyzu pripadne prezentéciu.

Tabulka 2: Porovnanie parametrov fitovania pre referenéné data NIST s hodnotami ziskanymi z programov QtiPlot a Kpl,
a ab st odhadované parametre, 0, a 0}, sti Standardné neistoty (smerodajné odchylky) odhadovanych parametrov,
RSDje rezidualna standardna odchylka (Residual Standard Deviation), SQ je suma $tvorcov odchylok (Sum of Squres),
Chi~2/doF je redukovan4 hodnota x? a doF znamena Degrees of Freedom &ize n — k

NIST QtiPlot Kpl
a 2,07438 2,07438 2,07438
Nolntl |4, 0,01653 0,004 63 0,01653
n—k=10 RSD=23,56753 Chi~2/doF=12,7273 chi-square=127,3
SQ=127,27272 Chi~2=127,273
a 213,809 41 213,809 53 213,809 00
0 12,354 52 0,72299 12,35450
BoxBOD |, 0,54724 0,547 24 0,547 24
n—k=4 | o, 0,10456 0,006 12 0,10456
RSD=17,08807 | Chi~2/doF =292,002 chi-square = 1168,008 876
SQ=1168,08877 Chi~2=1168,008

Podklady k tomuto prispevku boli z velkej Casti Cerpané z prace autora na projekte KEGA Vy-
uzitie OPENSOURCE softvéru vo vyucbe na vysokych skolich. Cielom nebolo vykonanie nejakej recenzie,
na zéklade ktorej by sa dali oba programy rigor6ézne ohodnotit. Kazdy z prezentovanych programov
ma svoje prednosti aj nedostatky (stdle sa vyvijaju a vylepsuja). Porovnanie vysledkov uvedenych
v tabulke[2ma ¢itatelovi obozndmenému s funkénostou a hlavnymi moznostami programov ulah¢it’
rozhodovanie sa, ktorému z nich dé prednost’ pri vybere. Pozorny ¢itatel, ktory vyskusal program
QtiPlot podl'a nasho postupu (alebo sta¢i nazriet’ do tabulky [2) si isto v§imne, Ze hodnoty $tandard-
nych neistot, ktoré program vypocita sti raidovo rozdielne od tidajov instittitu NIST. Je to spdsobené
tym, %e program QtiPlot potita redukovand hodnotu x? (pozri vztah @ oznacend ako Chi~2/doF,
kde doF znamend Degrees of Freedom &ize n — k a $tandardna neistota parametra je uréend podla

vztahu

(cov)ii

qti — MYV
v Chi2/doF

(58)

Na WWW stranke institatu NIST sa vSak docitame, Ze ich iidaj Standardnej neistoty parametra sa
pocita podla vztahu

N (59)
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kde (cov);;je v oboch pripadoch kovarian¢na matica parametrov regresie, pozri napr. v pracach (PRESS
ET AL.,|1992; KUDRACIK}, [1999). Pri rovnosti kovarianénych matic, potom stivis oboch tidajov moZeme
vyjadrit’ vztahom

o"ist = ¢4 \/Chi"2/doF. (60)

Ked' teda potrebujeme vysledok numerického spracovania dat regresiou programom QtiPlot uviest’
so Standardnou neistotou hladanych parametrov, musime tento ,nedostatok” vypoctu programu
korigovat’ pouzitim vztahu (60), Standardna neistota parametra regresie sa uvadza v takom tvare,
ako na WWW stranke instittitu NIST.

Mali sme moZznost’ pracovat’ aj s programom Origin 6. ktorému sa opisovana verzia QtiP-
lot 0.8.5 svojimi moZnostami a ponukou najviac priblizuje. Co sa tyka rozdielu z pohladu bezného
pouzivatela, QtiPlot mé& mensi vyber formétov do grafického vystupu. Nepokladédme to ale za taky
velky nedostatok. Origin 6.1 ma v3ak lepsie vypracované moznosti napr. ponuky Analysis v grafickom
mode a rozsirenejSiu ponuku modulu Non-Linear Curve Fit. . ., lepsiu 3D grafiku a iné, ktoré ndm vsak
pri standardnej praci s programom nebud chybat. Ako sme uz spomenuli, QtiPlot je vo vyvoji a ne-
ustale sa vylepSuje. V pripade uvadzania $tandardnych neistdt parametrov regresie program Origin
ich uvadza v takej forme, ako institut NIST. Tento rozdiel medzi programami je snad’ jediny vazny
nedostatok, s ktorym sme sa pocas prace s programom QtiPlot stretli.

Zaverom este jeden postreh, zo sktsenosti odporti¢came otvarat’ uloZzené projekty programu Kpl
klikon@ na stbor s priponou plo. Pri otvarani projektu cez hlavné menu File — Open Plot File . ..
sa grafy v niektorych pripadoch nezobrazia presne tak, ako boli uloZené (trochu sa posunt vlozené
texty, legendy a pod.). Tieto nedostatky su sice formalneho charakteru, lebo graf l'ahko upravite do
povodneho stavu (ak si ho este s odstupom ¢asu pamatate :-), ale dokazu zneprijemnit’ poZitok z uz
vykonanej préce.

Ucenie a badatel'ska praca je zaujimavé, ¢asto aj vzrusujica ¢innost. Ked ju vykonavame dei ¢o
deri tvorivo s laskou aj ako zalubu, prind$a nam osobnti radost’ i dusevné uspokojenie. Nevyhneme

sa v8ak pritom ani rutinnej a mechanickej praci, ktortt mozZe pocita¢ v znaénej miere ulahit’

53Komerény program, cena aktudlnej verzie Origin 7.5 je asi 19 000,~ SKK bez DPH.
54 Alebo dvojklikom, podla distribtcie a grafického prostredia OS GNU /Linux.
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CHYBY ELEKTRICKYCH MERACICH PRISTROJOV

Chyby analogovych meracich pristrojov

Pre praktickt potrebu bola zvolend a normované charakteristika nazyvana trieda presnosti otp. Trieda
presnosti zahriia vSetky chyby samotného pristroja a definuje tak medznd (maximalnu, dovolenti)
relativnu chybu v celom meracom rozsahu pristroja

|Amax ‘
Xmr

bmp = 100 (%), (61)

kde Amax je medzna (maximélna) absuldtna chyba pristroja a X, je najvdcsia hodnota meracieho
rozsahu. Meraci rozsah je Cast’ stupnice meracieho pristroja, na ktorej je mozné merat’ s predpisanou
presnostou. Najvacsia hodnota meracieho rozsahu Xp,; je uréena

e hornou hranicou meracieho rozsahu (ked je dolna hranica nula),
e suctom oboch medznych hranic (ked'je nula uprostred stupnice),
e rozdielom hornej a dolnej hranice (ked'je potlacena nula na stupnici).

Ked ma pristroj urita tiedu presnosti je tym definované jeho maximélna dovolena relativna chyba
vyjadrena v % najvacsej hodnoty meracieho rozsahu. Trieda presnosti je uvedend na ¢iselniku kazdého
analogového meracieho pristroja. Maximdlnu absoliitnu chybu pristroja moZeme vyjadrit’ vztahom

er
omr s,
100 *'F

Relativna chyba meraného tidaja je

Amax = = (62)

Amax Xmr
Orel = T——100 = £4 %),
rel th TP th ( )

kde X, je namerana hodnota. Z posledného vztahu je vidiet, Ze ¢im mensia je merana hodnota
(¢im mensia je vychylka pristroja), tym vécSia bude relativna chyba merania. Z toho vyplyva, Ze pri
merani analogovymi meracimi pristrojmi musime volit’ taky rozsah pristroja, aby jeho vychylka bola
¢o najvacsia!

Priklad A

Analogovym voltmetrom s triedou presnosti étp = 1 sme namerali na rozsahu Xy, = 60V napétia
58Vas5V.
Absolttna chyba je pri vSetkych meraniach rovnaka a je dana triedou presnosti pouzitého volt-

metra

X 60
— 4+ 1=1406V.
100 TP 100 06V

To znamend, Ze pristroj meria s presnostou 0,6 V na celej stupnici pri merani napitia 58 V aj pri

Amax ==

merani napitia 5 V. Velkosti relativnych chyb tdajov budu

Xinr _ +1 60 _ +1,03 %,

Ore] = 6
rel TP th 58
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Xmr 60
Ope] = L6 =41— = =£12%.
rel TP th 5
Vidiet] Ze so zniZovanim vychylky relativna chyba tidaja rychle rastie, jej zavislost” od vychylky je
hyperbolicka!
3 3
2 ‘ 4 21 ‘ g
(N [
\\\\\ ///// \\\\\ /////
~ \\\\ //// 5 ~ \\ // " ot
AN
(s} \\ /
A
2,0 y714
N
| - 22
I I Vysledok merania I I Vysledok merania
=——1  1=(37£0,1)A == U=(480,NuV
Ampérmeter — trieda presnosti 2,0 Mikrovoltmeter — trieda presnosti 2,0

Obrazok 34: Na obrazku vidime priklady zobrazenia hodnoty prédu a napéatia analogovymi meracimi pristrojmi s triedou
presnosti 2,0. Maximélna absoldtna chyba hodnoty merania bola vypo¢itand pomocou vztahu

Chyby cislicovych meracich pristrojov

Cislicové (digitdlne meracie pristroje) meraju pomerne dobre len jednosmerné napitia a prady, os-
tatné veli¢iny s niekol'kondsobne vi¢siou chybou ako presné analogové (rucickové) meracie pristroje,
pretoZe sa u tychto pristrojov vSetky merané veli¢iny prevadzaji pomocou usmertiovaca na jedno-
smerné napitie. Usmernené napitie sa dalej digitalizuje pomocou analogovo-éislicového prevod-
nika (AD). AD prevodniky vnasaju do merania dalsie chyby. Nema teda zmysel overovat’ triedu
presnosti analogového meracieho pristroja pomocou bezného vreckového multimetra!

Vécsina vyrobcov Cislicovych pristrojov uvadza presnost’ pristroja (tzv. zdkladnii chybu) v tvare
O¢emp = £ (Omn +4d), niektori v tvare dgmp = % (dmh +0mr), kde

dmh je chyba z nameranej hodnoty, byva vyjadrend v % a je v celom meracom rozsahu konstantna,
niekedy sa za 1u pripisuje znacka rdg (reading—¢itanie),

dmr je chyba z meracieho rozsahu, nemoézeme ju vsak jednoducho séitat’ s chybou z namerane;j
hodnoty 6., ale ju musime prepocitat’ na velkost’ nameranej hodnoty (émr ;g—x), niekedy sa
za 1u pripisuje znacka FS (full scale—plny rozsah),

d je chyba udana z poctu jednotiek (digitov) posledného miesta displeja. Jej prepocet na chybu

z meracieho rozsahu zavisi od poc¢tu zobrazovanych miest displeja. Prepocet na percentudlnu

100 (%).

. . Cs d
chybu z meracieho rozsahu je rovny émr = potet indikovangch jednotick

Celkovd relativna chyba Eislicového meracieho pristroja je pri merani vyjadrend vztahom

X
§rel ==+ <5mh + dmr er> (0/0)/ (63)
mh

kde Xmr je hodnota meracieho rozsahu a X, je namerana hodnota.
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Stcasné ¢islicové meracie pristroje maja automatické prepinanie rozsahov, aby bola pri merani
vzdy dosiahnuta maximélna presnost. Podla maximalneho po¢tu zobrazenych miest zistime, na kto-
rom rozsahu multimeter prave meria. Napr. multimeter s maximélnou hodnotou 3 999 prepina pri
merani automaticky rozsahy 400mV -4V —40V - 400 V. Multimeter s maximalnou hodnotou 1999
prepina pri merani automaticky rozsahy 200mV -2V —-20V -200 V. Prepinanie rozsahov na meranie
ostatnych veli¢in prebieha podobne. Samozrejme chyby kazdého multimetra pre jednotlivé rozsahy
najdete v navode na pouZzivanie meracieho pristroja.

Priklad B

Cislicovy voltmeter ma na rozsahu 40V zakladnu chybu £(0,9 rdg+0,1 FS). Mame zistit, relativnu
chybu nameranych napiti U; =10V a U, =28 V na tomto rozsahu.

Sre(Uy) = + 5mh+5mr@ =4 o,9+0,1@ =+1,3%,
U 10

Srel(Up) = % | 6 + Omr Ko ) _ +(09+0,1 203 _ +1,04 %.
U, 28

Priklad C

Chyba ¢islicového multimetra s 3 % miestnym displejom (maximélna indikovand hodnota je 1999)
je pre meranie striedavého pradu udand v tvare ép,, = £(1,5% + 7dibit)@ Méme zistit’ velkost’
relativnej chyby multimetra, ked’ meriame na rozsahu 40 A prud 6 A.
Maximalny pocet indikovanych jednotiek je 2 000.
d

7
Sonr = 00— 7 100 — 03500
" max. pocet indikovanych jednotiek 00 2000 00 = 0,35 %

Celkova chyba mé tvar +(1,5% + 0,35FS).
Relativnu chybu uré¢ime zo vztahu

o=+ (5mh + Orar ))§m> =+ (1,5 +0,35 460) = 3,83 %.

mh

5 dibit je kombinacia (skupina) dvoch bindrnych &isiel (digitov) do jednej alebo $tyroch kombinacii. Styri mozné stavy pre
dibit st 00, 01, 10 a 11.
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